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1.1

Pojam inteligencija danas ima mnogo razli¢itih definicija. U mnogima od njih, jedna od sastavnih
komponenata jest sposobnost rjesavanja problema. Stoga ¢e nam upravo sposobnost rjeSavanja
problema biti jedan od fokusa kada razmatramo racunalne sustave u kontekstu umjetne inteligencije.

U okviru ove cjeline, razmotrit éemo probleme pretraZivanja prostora stanja koji su diskretni,
deterministicki, s jasnom definicijom pojma stanje te skupom akcija kojima se obavlja prijelaz
iz stanja u stanje. Svaki problem pretraZivanja prostora stanja imat ée definirano pocetno stanje
pretrage te nacin na koji moZemo prepoznati ciljna stanja (koristimo mnoZzinu jer ih doista moZe
biti vise). U okviru ove cjeline razmatrat ¢emo probleme pretraZivanja prostora stanja kod kojih se
svako rjeSenje moze prikazati kao niz akcija, a zanimat ¢e nas ona rjeSenja kojima se iz pocetnog
stanja dolazi do nekog od ciljnih stanja. Pri tome ¢emo Cesto postavljati i neke dodatne zahtjeve na
takva rjeSenja.

Na web-stranici gdje je dostupan ovaj PDF, moZete skinuti i dodatnu biblioteku koja sadrzi
niz primjera: book—-search-tools. jar (u ostatku teksta Cete vidjeti okvire: "Isprobajte”).
Radi se o programima napisanim u programskom jeziku Java (prevedeno Javom 13). Skinite
tu biblioteku, a da biste pokrenuli primjere, trebate otvoriti naredbeni redak i pozicionirati se u
direktorij u koji ste smjestili skinutu biblioteku.

Pogledajmo sada nekoliko primjera problema pretrazivanja prostora stanja.

Problem Hanojskih tornjeva

Problem Hanojskih tornjeva ilustriran je na slici 1.1. Na platformu su postavljena tri Stapa (lijevi,
srednji i desni). Postoje i tri diska razlicitih radijusa: najSiri, srednji te najuzi. Diskovi su probuseni
u centru tako da ih se moZe postaviti na Stap. Pocetno, na lijevi se Stap najprije postavi najsiri
disk, potom na njega srednji disk te zatim na njega najuzi disk. Ovo je prikazano na lijevom dijelu
slike 1.1. Diskove je moguce premjestati sa Stapa na Stap (disk po disk), ali se pri tome ne smije
na uZi disk postaviti $iri disk. Nizom premjestanja diskova potrebno je sve diskove s lijevog Stapa
premyjestiti na desni Stap.

Kod ovog problema jednim stanjem zvat ¢emo jednu konkretnu konfiguraciju diskova na
Stapovima. Na slici 1.1 lijevo stoga moZemo reéi da je prikazano pocetno stanje problema, a na
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Slika 1.1: Problem Hanojskih tornjeva

slici 1.1 desno da je prikazano konacno stanje problema. Jednom akcijom (ili potezom) zvat ¢emo
premjesStanje jednog diska s nekog Stapa na neki drugi Stap (uz ogranicenje da takvo premjeStanje
mora biti legalno, odnosno ne smije postaviti $iri disk na uzi disk).

Slika 1.4 prikazuje graf stanja za problem Hanojskih tornjeva. Veli¢ina prostora stanja je 27,
pa graf ima 27 ¢vorova. Graf stanja je tipi¢no usmjereni graf ¢iji su ¢vorovi stanja problema, a
lukovi odgovaraju akcijama, odnosno povezuju stanja u koja je moguce prijeci jednim potezom.
Kod nekih problema ovaj graf ne mora biti usmjeren: to e biti slu¢aj kada su svi potezi reverzibilni,
i problem Hanojskih tornjeva je upravo takav. Primijetite da su bas svi lukovi ovog grafa prikazani
sa strelicama na oba kraja, ¢ime smo ih mogli i ispustiti. Kod nekih problema ovo nece biti slucaj:
primjerice, zamislite da upravljate objektom koji pada. Kroz upravljacki podsustav objekta moci
¢ete odrediti hocete li dopustiti da padne direktno dolje, dolje desno ili dolje lijevo, C¢ime Cete iz
jednog stanja na temelju odabrane akcije prijeéi u jedno od tri druga stanja. No uz pretpostavku da
objekt nije letjelica, iz tih stanja se ne moZete vratiti u prethodno stanje.

Faktor grananja za neko stanje govori nam u koliko se stanja iz tog stanja moZe prijeci jednom
akcijom. Kako vrlo Cesto ne vrijedi da svako stanje ima isti faktor grananja, puno informativnija
mjera je prosjecni faktor grananja. Na primjeru problema Hanojskih tornjeva, vidimo da je faktor
grananja za sva stanja koja imaju tri diska na istom Stapu jednak 2 (na slici 1.4 to su tri vrha velikog
trokuta), dok je za sva ostala stanja faktor grananja jednak 3. Time je i prosje€an faktor grananja
poprilici jednak 3.

Pri formalizaciji problema pretraZivanja prostora stanja trebat ¢emo jos jedan pojam: funkciju
sljedbenika succ(s) : S — 25. Funkcija sljedbenika je funkcija koja kao argument prima stanje, te
vraca skup svih stanja u koje je moguée prijeci jednim potezom. Kod odredenih vrsta problema
kod kojih nas potezi razli¢ito kostaju, funkciju stanja definirat ¢emo kao funkciju koja svakom
stanju pridruzuje skup uredenih parova (sljedece stanje, cijena prijelaza). Primijetite da je u sluaju
problema Hanojskih tornjeva funkcija sljedbenika, ilustrirana slikom 1.2, izravno odredena grafom
stanja prikazanim na slici 1.4. Kod problema gdje nas razliCiti potezi razlicito kostaju graf stanja
bio bi definiran kao teZinski usmjereni graf koji bi tada opet izravno definirao i funkciju sljedbenika.

succ( & | [ =12l ] =l1>

Slika 1.2: Problem Hanojskih tornjeva: funkcija sljedbenika

Posljednji pojam koji éemo definirati u ovom uvodnom pregledu, a koji ¢e biti dio formali-
zacije problema pretraZivanja prostora stanja jest ispitni predikat. Ispitni predikat goal(s) : S —
{true, false} je funkcija koja svakom stanju pridruZuje vrijednost istinitosti: t rue ako je predano



1.1 Problem Hanojskih tornjeva

stanje ciljno stanje odnosno false inace. Ova funkcija ilustrirana je slikom 1.3.

goal( i ) = false
goal( i ) = false
goal( ﬁ_l_ ) = false

goal( _Ui ) = false
goal( i ) = true

Slika 1.3: Problem Hanojskih tornjeva: ispitni predikat

i Pocetno stanje

zll

Akcija (potez)

120 12l L&l 2L UL [lz [[2

Ciljno stanje

Slika 1.4: Problem Hanojskih tornjeva: graf stanja
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1.2 Problem slagalice

Problem slagalice popularna je djec¢ja igra kod koje imamo n-n — 1 plo€icu pri ¢emu na svakoj
plodici pise jedan broj iz skupa {1,2,...,n-n—1}. Plodice su nasumi¢no poloZene u resetku
dimenzija n x n (jedna Celija resetke je prazna). Plocice se klizanjem po povr§ini mogu premjestati,
pri ¢emu nije moguce odklizati plocicu na ili preko druge ploCice. Zadatak je klizanjem presloziti
plocice tako da u gornjem lijevom uglu dobijemo plocicu s brojem 1, i zatim u desno pa red po red
prema dolje plocice s monotono rastué¢im rednim brojevima.

Primjerice, za n = 3 imat ¢emo reSetku dimenzija 3 x 3 i osam plocica (plocCice s brojevima od
1 do 8). Jedan primjer ovakvog problema prikazuje slika 1.5.

. .

Slika 1.5: Problem slagalice 3

Jedno stanje odgovara jednoj konkretnoj konfiguraciji plocica dok jedan potez odgovara klizanju
jedne plocice s jednog mjesta na susjedno. Za konkretan problem prikazan na slici 1.5, niz poteza
kojima od pocetnog rjeSenja dolazimo do ciljnog rjeSenja prikazan je na slici 1.6

Slika 1.6: Problem slagalice 3: rjeSenje

Slika 1.7 ilustrira funkciju sljedbenika (lijevi dio slike) te ispitni predikat (desni dio slike).

succ(.) = {.,.} goal(.) = false
succ(.) = {.,.,.} goal(.) = false
= R 1T .

Slika 1.7: Problem slagalice 3: funkcija sljedbenika te ispitni predikat

Graf stanja ilustriran je na slici 1.8; zbog velikog broja stanja, dan je samo prikaz dijela grafa.
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Primijetimo da su kod slagalice svi potezi reverzibilni, pa je graf stanja usmjeren ali svi lukovi
imaju strelice na oba kraja.

Kod problema slagalice, faktor grananja, ovisno o stanju, iznosi dva, tri ili Cetiri. Za stanje koje
na slici 1.8 prikazano kao pocetno, faktor grananja iznosi 2: kako je praznina u gornjem lijevom
uglu, postoje samo dvije plo€ice koje moZemo odklizati na mjesto praznine. Za stanja kod kojih se
prazno mjesto nalazi uz rub, ali na sredini (kao $to su oba stanja u koja se jednim potezom moglo
prijeci iz pocetnog stanja), faktor grananja iznosi 3. Konacno, za stanja kod kojih se prazno mjesto

nalazi u sredistu, faktor grananja iznosi 4.
. <——— Pocetno stanje

- Akcija (potez)

Ciljno stanje \X .

Slika 1.8: Problem slagalice 3 x 3: djelomicni graf stanja

Veli¢ina prostora stanja kod 3 x 3 slagalice iznosi 9!/2 = 181440. Naime, kako imamo 8
plocica koje trebamo razmyjestiti u 9 Celija, broj nacina na koji to moZemo napraviti jest 9! (za
prvu biramo jednu od 9 pozicija, za drugu jednu od preostalih 8 pozicija, ...). Medutim, od tih
9! mogucéih konfiguracija, za upravo pola je nemoguce samo klizanjem jedne plocCice u jednom
trenutku do¢i do ciljnog stanja koje je prikazano na slici 1.5. Preostala polovica konfiguracija je
rjeSiva pa je time odredena i veli¢ina prostora stanja.

Problem labirinta

Problem labirinta ilustriran je na slici 1.9. Prikazana je prostorija dimenzija 8 x 11 (broj redaka,
broj stupaca). Plavom bojom su prikazani zidovi, narancastom pocetna pozicija na kojoj se nalazi
agent, a zelenom izlaz iz labirinta. Ako se dogovorimo da éemo pozicije u prostoriji oznacavati
notacijom (redak,stupac), tada je pocetna pozicija (1,1) a izlaz iz labirinta na (1,4). Agent se po
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prostoriji moZe kretati tako da u jednom koraku prijede na neku od susjednih pozicija (lijevu, desnu,
gornju ili donju) pri ¢emu se ne moZe popeti na zid.

0123456738910

Noup,h, WNRDO

Slika 1.9: Problem labirinta: mapa

Na primjeru ovog problema, stanjem ¢emo oznacavati poziciju na kojoj se trenutno nalazi agent.
Slika 1.10 tako prikazuje stanje koje predstavlja situaciju u kojoj se agent nalazi dvije Celije ispod
pocetnog stanja (poloZaj agenta prikazan je crvenim kruzi¢em). Primijetimo da nam je za pamcenje
stanja kod ovog problema dovoljno pamtiti par brojeva: (redak,stupac).

0123456738910

NOoOuUu s WNRDO

Slika 1.10: Problem labirinta: prikaz stanja

Velicina prostora stanja za ovaj konkretno prikazani problem je 40 (ili ako u obzir uzmemo
samo stanja dosezljiva iz pocetnog stanja, onda je to 38). Okvirno, za mapu dimenzija m X n
moZemo koristiti kao procjenu upravo umnoZzak m - n.

Ovisno o inacici problema labirinta, moZemo rjeSavati razlicite zadatke. Primjerice, moZe nas
zanimati da:

1. pronademo put od pocetnog poloZaja agenta do izlaza iz labirinta koji je najkrace duljine

(dakle, da u minimalnom broju koraka prodemo kroz labirint);
2. pronademo bilo koji put od pocetnog poloZaja agenta do izlaza iz labirinta;
3. utvrdimo je li uopée moguée od pocetnog poloZaja agenta izaci iz labirinta.
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Slika 1.11 prikazuje stazu koja odgovara rjesenju prvog zadatka. Stanja kojima je agent proSao
prikazana su zelenkastim rombiéima dok je konacan poloZaj agenta prikazan crvenim kruZiéem.
Prikazani problem moguce je rijesiti u 17 koraka, odnosno staza minimalne duljine sastoji se od 18
stanja kroz koja je agent prosao.

0123456738910

NoOoOu s, WNRO

Slika 1.11: Problem labirinta: najkraéi put

Drugi zadatak nesto je relaksiraniji od prvoga jer od nas ne zahtijeva garanciju da éemo pronaci
bas put najmanje duljine, ve¢ bilo koji. Kada krenemo razmatrati algoritme pretrazivanja prostora
stanja, vidjet ¢emo da nam uklanjanje ovog zahtjeva moze omoguditi da koristimo algoritam koji
¢e imati manju prostornu sloZenost.

Konacno, treci zadatak od nas ne zahtijeva da pronademo i vratimo put, ve¢ da damo binarni
odgovor: da ili ne. Medutim, postupak rjesavanja ovog zadatka zapravo ¢emo svesti zadatak
pronalaska bilo kakvog puta od pocetnog poloZaja pa do izlaza iz labirinta. Ako uspijemo pronaci
takav put, tada ¢emo odgovoriti da; ako put ne postoji, odgovorit ¢emo ne. Za labirint prikazan na
slici 1.9, oCekivani odgovor bio bi da. Da je izlaz iz labirinta bio na poziciji (1,9) ili (2,9), oc¢ekivani
odgovor bio bi ne.

Problem putovanja kroz Istru

Istra je najveci poluotok na Jadranskom moru, s mnoStvom manjih gradi¢a. Mapu nekoliko gradova
zajedno s cestovnim vezama prikazuje slika 1.12 (primjer je preuzet s prezentacije za kolegij
Umjetna inteligencija na FER-u). Problem putovanja kroz Istru formulirat ¢emo kao problem
pronalaska najkradeg cestovnog puta kojim agent iz jednog od prikazanih gradova moZe doci
do nekog drugog od prikazanih gradova (primjerice, iz Umaga do Medulina). U kontekstu tako
postavljenog problema, slika 1.12 ujedno predstavlja i graf stanja, koji je sada teZinski graf: ¢vorovi
su gradovi, lukovi postoje izmedu ¢vorova koji predstavljaju gradove koji su izravno cestovno
povezani, a uz sam luk zapisana je duljina tog puta odnosno ceste.

Stanjem ¢emo kod ovog problema oznacavati grad u kojem se agent trenutno nalazi. Kako se
na prikazanoj mapi nalazi 19 gradova, veliCina prostora stanja je 19.

Akcijom ili potezom oznacavat ¢emo putovanje iz jednog grada u njegov susjedni grad s kojim
postoji izravna cestovna povezanost. Funkcija sljedbenika succ(s) u ovom ¢e nam slucaju za svaki
grad vracati skup gradova u koje je iz njega moguce prijeci upareno s informacijom koliko nas to
kosta (drugim rijeCima, koliku ¢emo udaljenost time prijeci). Primjerice:
succ(Umag) = {(Buje,13)}
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succ(Buje) = {(Umag,13), (GroZnjan,8)}
succ(Motovun) = {(GroZnjan,15), (Buzet,18), (Pazin,20)}
succ(Pazin) = {(Motovun,20), (Baderna,19), (Zminj,17), (Lupoglav,22)}

Uz ovako definiranu funkciju sljedbenika moci ¢emo napisati algoritme koji ¢e pronalaziti
najkrace puteve. Kada bi funkcija sljedbenika davala samo informaciju o izravno povezanim
gradovima, mogli bismo pisati algoritme koji bi davali odgovor na pitanja poput: pronaéi put izmedu
neka dva grada koji se sastoji od minimalnog broja putovanja izmedu dva susjedna grada, $to bi
konceptualno odgovaralo i svim prethodno ilustriranim problemima (pronadi rjeSenje izgradeno
od minimalnog broja poteza). U tom smislu, problem opisan u ovoj cjelini konceptualno je nesto
drugaciji, i stoga ima drugacije definiranu funkciju sljedbenika te graf koji je sada tezinski. Kroz
sljedeca poglavlja naucit ¢emo kako rjeSavati obje vrste problema.

Visnjan

Porec

Kanfanar Labin

Barban

Vodnjan
12

Pula

Medulin

Slika 1.12: Problem putovanja kroz Istru: mapa te graf stanja

1.5 Rekapitulacija

Kroz prethodne primjere promotrili smo nekoliko naoko razlicitih problema. Medutim, sve njih
uspjeli smo opisati koristeéi jednostavan formalizam. Evo $to smo trebali napraviti.

1. Identificirati pojam stanja. Za svaki od problema trebali smo prepoznati Sto €ini jedno
konkretno stanje tog problema. Kod Hanojskih tornjeva, to je bio razmjestaj diskova po
Stapovima, kod problema slagalice to je bio jedan konkretan razmjeStaj plocica, kod problema
labirinta to je bio poloZaj na kojem se agent trenutno nalazi, a kod problema putovanja kroz
Istru to je bio grad u kojem je agent trenutno.

2. Definirati pocetno stanje. Za svaki od problema trebali smo informaciju o stanju iz kojeg
zapocinjemo postupak pretraZivanja.

3. Definirati funkciju sljedbenika. Za svaki od problema trebali smo informaciju kako izgleda
njezin graf stanja. Ovisno o problemu, taj je graf mogao biti neusmjeren ili usmjeren, a
mogao je biti i teZinski. Ako graf stanja nije teZinski, funkcija sljedbenika za svako stanje
vraca skup stanja u koje je moguce prijeci jednim potezom. Ako je graf tezinski, funkcija
sljedbenika za svako stanje vraca skup uredenih parova (stanje,cijena).
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4. Ispitni predikat. Ispitni predikat je funkcija koja prima stanje i preslikava ga u jednu od
vrijednosti istinitosti. Zadac¢a mu je omoguditi identifikaciju svakog od stanja koje smatramo
ciljnim stanjem (jer ciljnih stanja moZze biti vise).

U nastavku navodimo jo§ nekoliko primjera koje vam ostavljamo za vjezZbu. PokuSajte identi-
ficirati Sto bi bilo stanje, $to je poCetno stanje, kako bi definirali ispitni predikat te kako funkciju
sljedbenika. Razmislite kako biste u memoriji racunala zapisali jedno stanje.

Jednakost izraza

Potrebno je dokazati da je x+ (y+2z) = y+ (z+x). Pri tome smijete Koristiti sljedece dvije
jednakosti:

1. komutativnost zbrajanja: a+b =b+a

2. asocijativnost zbrajanja: (a+b)+c=a+ (b+c)

Problem n-kraljica

Na raspolaganju je Sahovska ploca dimenzija n x n (primjer ploce 8 x 8 prikazan je na slici 1.13-
lijevo). Na tu plocu potrebno je rasporediti to¢no n kraljica, tako da niti jedna kraljica ne napada
niti jednu drugu kraljicu. Za Citatelje koji nisu upoznati s igrom Sah, kraljica napada sve figure koje
se nalaze u istom retku kao i ona, u istom stupcu kao i ona, te na bilo kojem polju koje se nalazi na
dijagonalama koje prolaze kroz polje na kojem je kraljica. Ovo je ilustrirano na slici 1.13 u sredini,
gdje je smjestena jedna kraljica, te su crvenim linijama oznacena sva polja koja ta kraljica napada.
Jedno od mogucih rjeSenja ovog problema prikazano je na slici 1.13-desno.

Slika 1.13: Problem 8 kraljica

RjeSavanju problema mozete pristupiti na dva nacina. U jednoj varijanti, potezi mogu modi-
ficirati broj kraljica koje su na ploci. U drugoj varijanti, na ploci ¢e uvijek biti isti broj kraljica.
Razmislite $to biste i kako radili u svakom od ta dva slucaja.

Primijetimo usput da nas kod ovog problema zanima samo kako izgleda konacno stanje: ispitni
¢e predikat biti lagano napisati u nekom programskom jeziku jer znamo napisati potrebne provjere
pa vidjeti je li zadovoljeno da se kraljice medusobno ne napadaju. Medutim, kako konkretno izgleda
ciljno stanje nije nam lagano napisati - njega ¢emo traZiti postupkom pretraZivanja prostora stanja.
Ovo je dosta drugacija situacija od uvodnih problema koje smo do sada razmatrali: za problem
slagalice znali smo odmah nacrtati kako izgleda ciljno stanje; isto vrijedi i za problem Hanojskih
tornjeva te problem labirinta.

Problem misionara i kanibala

Na lijevoj obali rijeke nalaze se tri misionara i tri kanibala. Za prijelaz preko rijeke na raspolaganju
je jedan Camac koji moZe primiti najviSe dvije osobe. Potrebno je sve osobe prebaciti s lijeve strane
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rijeke na desnu stranu rijeke, ali tako da niti na jednoj strani rijeke niti u jednom trenutku nema
viSe kanibala no §to je misionara. Da bi ¢amac plovio, u njemu nuZno mora biti barem jedna osoba
(drugim rije¢ima, ne moZemo prazan ¢amac poslati s jedne strane rijeke na drugu stranu rijeke).

Problem vréeva s vodom

Na raspolaganju su dva vrca: jedan kapaciteta dvije litre, te jedan kapaciteta jedne litre. Pocetno,
oba su vrca prazna i na njima nema nikakvih mjernih oznaka. Potrebno je odrediti niz akcija koje
Ce osigurati da se u vrcu kapaciteta dvije litre nalazi tocno jedna litra tekucine. Pretpostavite da na
tekucinu.

Sto bi bili potezi? Kako bi izgledao graf stanje? Kolika je veli¢ina prostora pretraZivanja?

Evo jo§ jednog primjera: na raspolaganju imamo dva vrca: jedan kapaciteta Cetiri litre, te jedan
kapaciteta tri litre. Pocetno, oba su vréa prazna i na njima nema nikakvih mjernih oznaka. Potrebno
je odrediti niz akcija koje ¢e osigurati da se u vréu kapaciteta Cetiri litre nalazi to¢no dvije litre
tekucine. Kako sada izgleda graf stanja? Koliko ¢vorova ima?

Problem farmera

Farmer ima dvije kolibe: ljetnu i zimsku. Kako dolazi zima, farmer se treba preseliti iz ljetne kolibe
u zimsku. Zajedno s farmerom, u ljetnoj se kolibi nalazi i pripitomljena lisica, ugojena guska te
kanta puna sjemenja. Farmer ih sve Zeli prebaciti iz ljetne kolibe u zimsku, ali kako je put dalek,
farmer odjednom moZe sa sobom povesti ili lisicu, ili gusku ili pak kantu sjemenja. Pronadite koliko
minimalno puta farmer treba prehodati put od ljetne kolibe do zimske (ili u suprotnom smjeru) i
koga ili §to treba na tim putevima voditi, kako bi sve prebacio u zimsku kolibu. Dakako, lisicu nije
bas pametno ostaviti bez nadzora, pa svakako treba pripaziti da lisica i guska ne ostanu zajedno bez
nadzora farmera, jer Ce inace lisica pojesti gusku. A niti gusku i kantu punu sjemenja ne smijemo
ostaviti bez nadzora farmera jer e inace guska pojesti sve sjemenje.



2 Slijepo pretrazivanje

U okviru ovog poglavlja razmotrit ¢emo najjednostavnije inaCice algoritama pretraZivanja prostora
stanja: one koje od korisnika ne zahtijevaju nikakvu dodatnu informaciju osim osnovnog skupa
podataka kojima je definiran problem pretrazivanja prostora stanja. U prethodnom poglavlju veé
smo se upoznali s viSe ilustrativnih primjera problema pretraZivanja prostora stanja. U nastavku
dajemo formalnu definiciju problema pretraZivanja prostora stanja s kojom ¢emo dalje raditi.

Definicija 2.1 — Problem pretrazivanja prostora stanja.
Problemom pretraZivanja prostora stanja S smatrat ¢emo uredenu trojku: (sg, succ, goal) pri
cemu su:
e 50 € S je pocetno stanje,
e succ: S — 25 je funkcija sljedbenika koja kao argument prima stanje s te ga preslikava
u skup stanja u koja je jednim potezom mogucée prijeéi iz s,
e goal : S — {true,false} je ispitni predikat, odnosno funkcija koja kao argument prima
stanje s te ga preslikava u istinu ako je to stanje ciljno stanje, odnosno u /aZ inace.

Algoritmi slijepog pretrazivanja kao ulaz dobivaju isklju¢ivo navedene tri komponente kojima
je definiran problem. Postupak pretraZivanja potom se radi tako da se krene od pocetnog stanja te
se funkcijom sljedbenika generiraju stanja u koja je moguée prijeéi jednim korakom. Potom se na
svako od tih stanja opet primijeni funkcija sljedbenika ¢ime se za svako od tih stanja generiraju
stanja u koja je iz njih moguce prijeci jednim potezom. Postupak se ponavlja, pri ¢emu se nad
svakim generiranim stanjem ispitnim predikatom provjerava je li to stanje ciljno stanje; ako je,
pronasli smo rjesenje problema i postupak se prekida.

Prethodno opisanim postupkom malo po malo generira se i provjerava stablo pretraZivanja.
Stablo pretraZivanja je, slicno kao Sto je to bio graf stanja, ponovno graf. Medutim, stablo
pretrazivanja uvijek je acikli¢ki usmjereni graf ¢iji su svi lukovi jednosmjerni. Ako je graf stanja
konacan i nema ciklusa, stablo pretrazivanja takoder Ce biti konacno. Ako graf stanja sadrZi barem
jedan ciklus, stablo pretraZivanja bit ¢e beskona¢no. Pogledajmo ovo na dva primjera. U oba ¢e
vrijediti sljedece. Neka je skup stanja S=A,B,C,D,E,F; neka je pocetno stanje A, a ciljno stanje F.

Graf stanja za prvi primjer prikazan je na slici 2.1. Radi se o kona¢nom usmjerenom aciklickom
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grafu koji se sastoji od 7 stanja. Ciljno stanje F na grafu je prikazano podebljanim obrubom.

Slika 2.1: Primjer konac¢nog aciklickog grafa stanja

Stablo pretraZivanja za ovaj problem prikazano je na slici 2.2.

o dubina: 0

e e dubina: 1

Q G (F) - dubina: 2

G o ° dubina: 3
e o dubina: 4

Slika 2.2: Stablo pretraZivanja za graf stanja 2.1

Pretraga zapocCinje iz stanja A pa je ono korijen stabla pretrazivanja, odnosno nalazi se na dubini
0 u stablu (dubinom nekog ¢vora u stablu podrazumijevat ¢emo broj primjena poteza kojima smo
do njega dosli iz poetnog stanja). Kako je succ(A) = {B,C}, ¢vor A ima dva djeteta: cvorove B i
C i oni su smjesteni na dubinu 1. Kako je succ(B) = {D}, ¢vor B dobiva jedno dijete na dubini 2
koje predstavlja stanje D. Kako je succ(C) = {B,F'}, ¢vor C dobiva dva djeteta na dubini 2: ¢vor
koji predstavlja stanje B i ¢vor koji predstavlja stanje F. Da bismo dobili ¢vorove na dubini 3,
primjenjujemo funkciju succ redom na D, B i F. Kako je succ(F) = {}, ¢vor koji ¢uva stanje F
viSe nema djece, a preostala dva ¢vora dalje se Sire. Opisanim postupkom izgradeno je Citavo stablo
pretrage koje je prikazano na slici 2.2.

Uoc¢imo na stablu pretraZivanja da se do ciljnog stanja, krenuvsi od pocetnog stanja, moze doci
biranjem razlicitih poteza. U ovom konkretnom primjeru ciljno se stanje nalazi na dubinama 2,
31 4. Ako nam je zadaca pronadi slijed od najmanjeg broja poteza, tada bismo ocekivali da nam
algoritam pretraZivanja pronade rjeSenje na dubini 2, te nam vrati informaciju da smo iz stanja A
trebali prijeci u C (prvi potez), pa zatim iz stanja C prijeci u stanje F (drugi potez).
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rIsprobajte N
Izgradnju stabla pretraZivanja za ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom
retku zadajte naredbu:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.grafl.GUI

Otvorit e se prikaz s cvorom koji ¢uva pocetno stanje (A). Dvoklikom na ¢vor moZete ga
prosiriti (generirati ¢vorove koji Cuvaju sljedbenike stanja). Ponavljajte postupak dok ne
izgradite Citavo stablo. Na kotac¢i¢ misa ili tipke *+’/’-* prikaz moZete uvecavati/umanjivati.
Pritiskom miSa pa povlacenjem ili kursorskim tipkama stablo moZete pomicati.

Primijetite: razliciti algoritmi pretrazivanja prostora stanja razlikovat ¢e se po nacinu na koji
biraju koji e sljedeci ¢vor dohvatiti, provjeriti i proSiriti. D

\.

Definicija 2.2 — Potpunost algoritma pretrazivanja prostora stanja.

Za algoritam pretraZivanja prostora stanja kaZzemo da je potpun ako za problem pretraZivanja
prostora stanja (s, succ, goal) garantira da ¢e pronadi ciljno stanje ako je ono dosezljivo iz
pocetnog stanja.

Definicija 2.3 — Optimalnost algoritma pretrazivanja prostora stanja.

Za algoritam pretraZivanja prostora stanja kaZzemo da je optimalan ako za problem pretraZivanja
prostora stanja (sg, succ, goal) garantira da ¢e pronaci put minimalne duljine do ciljnog stanja
(tj. gledano u stablu pretraZivanja, put do ciljnog stanja koje je na minimalnoj dubini), ako takav
put uopce postoji.

Slika 2.3 prikazuje primjer konacnog ali ciklickog grafa stanja. Primijetimo: iz stanja A
mozemo prijeci u stanja B i C, a iz stanja B moZemo prijeci u stanja A i D. Graf stanja 2.1 koji
smo imali u prvom primjeru modificirali smo tako §to smo potez kojim iz A prelazimo u B ucinili
reverzibilnim, i time smo ugradili ciklus duljine 1. Naime, sada je mogu¢ slijed poteza kojima iz A
idemo u B pa natrag u A pa natrag u B, itd.

Q‘G
©@
© ©

Slika 2.3: Primjer kona¢nog ciklickog grafa stanja

Ovakav graf stanja kao posljedicu ¢e imati stablo pretrazivanja koje je beskonacno; dio tog
stabla prikazan je na slici 2.4. Graf stanja koji u sebi ima ciklus bilo koje duljine uvijek ¢e rezultirati
beskonacnim stablom pretraZivanja.
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@ dubina: 0

e dubina: 1

° e e dubina: 2

e e e e ° e dubina: 3

o e e e e e e e dubina: 4
/

@ dubina: 5

Slika 2.4: Stablo pretraZivanja za graf stanja 2.3

rIsprobajte N

Izgradnju stabla pretraZivanja za ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom

retku zadajte naredbu:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.graf2.GUI

i krenite u izgradnju stabla. Hocete li ikada zavrSiti?

Da biste isprobali primjer slagalice 3x3, u naredbenom retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.slagalica.GUI
123456%78

Da biste isprobali primjer Hanojskih tornjeva, u naredbenom retku zadajte naredbu:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.hanoi.GUI

Da biste isprobali problem labirinta, u naredbenom retku zadajte:

\ java —-cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUI

J

Sada kada smo objasnili razliku izmedu grafa stanja i stabla pretraZivanja, osvrnimo se jo$
jednom na zadacu algoritma pretraZivanja prostora stanja: Zelimo dobiti put (dakle niz poteza ili niz
stanja) kroz koja se prolazi od pocetnog stanja do konacnog stanja. Pogledajmo stablo pretraZivanja
sa slike 2.4. Kako smo dosli do stanja F? Uvidom u stablo pretraZivanja vidimo da se to stanje
nalazi na viSe mjesta, pa odgovor naravno nije jednoznac¢an. Ono $to nas zapravo zanima jest kako
smo dosli do stanja F koje je prikazano u ¢voru koji se nalazi na dubini 2 (na slici je prikazano
uz desni rub). Da bismo mogli odgovoriti na to pitanje, ¢vorovi ovog stabla ne mogu biti izravno
stanja, ve¢ moraju biti podatkovno "bogatiji" objekti. Cvorovi stabla pretraZivanja stoga ée u sebi
morati cuvati:

e stanje,

e referencu na roditeljski ¢vor (kako bismo znali rekonstruirati put kojim smo prosli),
(opcionalno) cijenu puta do tog ¢vora, ako rjeSavamo problem pretraZivanja u kojem je graf
stanja teZinski graf,

(opcionalno) informaciju o akciji koju napravili kako bismo iz stanja koje je zapisano u
roditeljskom ¢voru dosli do stanja koje je zapisano u ovom ¢voru.
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Dio podataka koji su prethodno navedeni oznaceni su kao opcionalni. Naime, ovisno o problemu,
ti podatci ne postoje, ili ih moZemo rekonstruirati. Primjerice, ako upravljamo robotom, i stanje
robota je diskretan polozaj u reSetkastom svijetu u kojem se robot nalazi, ako znamo prethodno
stanje i trenutno stanje, relativno ¢emo jednostavno ¢emo modi utvrditi koju smo akciju poduzeli
od mogucih akcija (pomakni se lijevo, pomakni se desno, pomakni se gore, pomakni se dolje).
Naime, ako je robot bio na koordinatama (x,y), a novi mu je poloZaj (x+1,y), jasno je da je akcija
morala biti pomakni se desno. Medutim, kod nekih problema nece biti bas jednostavno na temelju
dvaju stanja rekonstruirati koju smo akciju poduzeli da je doslo do takve promjene, pa je u takvim
slu€¢ajevima u ¢voru potrebno pamtiti i tu informaciju.

Definicija 2.4 — Cvor stabla pretrazivanja.

Cvor stabla pretraZivanja kod algoritama slijepe pretrage sadrZi stanje i referencu na roditeljski
¢vor, a moze sadrzavati i dodatne informacije poput cijene puta koji taj ¢vor predstavlja te akcije
kojom je generirano zapisano stanje.

Programski kod u nastavku prikazuje definiciju ¢vora stabla pretraZivanja u programskom jeziku
Java. Cvor je modeliran razredom BasicNode i opremljen je pomoénom metodom nodePath
koja sluzi za generiranje stringa koji opisuje Citav put od pocetnog stanja. Na koji je nacin
modelirano stanje, ¢vor stabla pretraZivanja ne moZe unaprijed znati. Stoga je razred definiran
kao parametriziran, gdje je tip stanja (odnosno razred ili sucelje koje modelira stanje) zamijenjen
parametrom S.

Pseudokod 2.1 — Cvor stabla pretrazivanja.

package hr.fer.zemris.search;

public class BasicNode<S> {
protected BasicNode<S> parent;

protected S state;

public BasicNode (S state, BasicNode<S> parent) {

super () ;
this.state = state;
this.parent = parent;

—

public BasicNode<S> getParent () {
return parent;

—

public S getState () {
return state;

—

public int getDepth() {
int depth = 0;

BasicNode<S> current = this.getParent ();
while (current != null) {

depth++;

current = current.getParent ();

}
return depth;

—
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@Override
public String toString()

return String.format (" ( "

s)", state);

{

public static <X> String nodePath (BasicNode<X> node) {
StringBuilder sb = new StringBuilder();
nodePathRecursive (sb, node) ;
return sb.toString();

private static <X> void nodePathRecursive (StringBuilder sb,
BasicNode<X> node) {
if (node.getParent () !'=null) {
nodePathRecursive (sb, node.getParent ());
sb.append ("->");
}
sb.append (node) ;

Pogledajmo sada opcenitu formulaciju algoritma slijepog pretraZivanja.

Pseudokod 2.2 — Opcenit postupak obilaska stabla.
function SEARCH(sg, succ, goal)
open <— [create-node(sg, null)]
while open # [| do
n < remove-first(open)
if goal(n.state) then
return n
end if
for ¢ € succ(n.state) do
insert(create-node(c, n), open)
end for
end while
end function

Prikazana metoda prima pocetno stanje, funkciju sljedbenika te ispitni predikat. open je
kolekcija ¢vorova koja predstavlja sve ¢vorove koje je algoritam pretraZivanja stvorio, a da ih jo$
nije prosirio (drugim rije¢ima, provjerio jesu li ciljni te generirao njihove sljedbenike); tu kolekciju
jos nazivamo i frontom pretraZivanja. Primijetimo da je to kolekcija ¢vorova koje koristimo u stablu
pretraZivanja - ne kolekcija stanja.

U prikazanom pseudokodu koristimo i nekoliko funkcija koje ¢emo pojasniti u nastavku.
Funkcija create-node stvara i vraca novi ¢vor stabla pretrazivanja na temelju primljenog stanja
te reference na roditeljski ¢vor. Funkcija remove-first iz predane kolekcije uklanja i vraca prvi
element; pretpostavka je da kolekcija ima definiran poredak (primjerice, da je red, stog, prioritetni
red i sli¢no). Kako je pozivamo nad kolekcijom open, uklanja i vraéa trenutno prvi ¢vor. Pozivi
succ(s) i goal(s) predstavljaju pozive funkcije sljedbenika te ispitnog predikata nad predanim
stanjem. Pozivom n.state Cita se stanje zapisano u ¢voru n. Kona¢no, metoda insert(n,/) u kolekciju
[ ubacuje ¢vor n (na neko prikladno mjesto - o ovome ¢emo jos diskutirati).
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Ponekad je do nekog stanja prilikom postupka pretrazivanja moguée doci na vise nacina (tj.
postoje putevi izgradeni od razliitog broja poteza). To ¢e svakako biti slucaj kada graf stanja sadrzi
cikluse. Kod aciklic¢kih se grafova stanja isto moZe dogoditi, i primjer smo ve¢ vidjeli; pogledajte
ponovno graf stanja 2.1 i pripadno stablo pretraZivanja 2.2. Do stanja B iz poCetnog stanja A
moZemo dodi u jednom potezu, ili pak u dva poteza (iz A u C, pa iz C u B). Kako éemo se fokusirati
na traZenje najkracih puteva te kako bismo smanjili broj ¢vorova koje ¢emo istrazivati, htjet cemo
osigurati da stanje koje smo ve¢ pohranili u neki ¢vor vise ne istrazujemo, ako do njega dodemo
nekim drugim putem. Da bismo to mogli napraviti, uvest éemo jos jednu kolekciju: skup posjecenih
stanja, 1 nazvat ¢emo je visited. U engleskoj literaturi, ovaj se skup joS naziva explored set odnosno
closed set. Postupak pretrazivanja sada ¢emo modificirati kako je prikazano u nastavku.

Pseudokod 2.3 — Opéenit postupak obilaska stabla uz skup posjecenih stanja.
function SEARCH(sg, succ, goal)
visited < []
open < [create-node(sg, null)]
while open # [| do
n <— remove-first(open)
if goal(n.state) then
return n
end if
insert(n.state, visited)
for ¢ € succ(n.state) do
if ¢ ¢ visited A (Am € open : m.state=c) then
insert(create-node(c, n), open)
end if
end for
end while
end function

Modifikacija se svodi na dodavanje inicijalizacije skupa posjecenih stanja na prazan skup na
pocetku, dodavanja provjerenog stanja u skup posjecenih stanja nakon provjere te provjeru prilikom
Sirenja sljedbenika nekog stanja da taj sljedbenik ve¢ nije u skupu posjecenih stanja i da nije u
nekom od ¢vorova kolekcije open. Tek ako je to zadovoljeno, stvaramo novi ¢vor s proSirenim
sljedbenikom i dodajemo ga u frontu.

Prilikom odabira vrsta kolekcija koje ¢emo u nekom programskom jeziku koristiti za kolekcije
open i visited treba razmotriti koje operacije ¢esto radimo nad njima, pa su one stoga kriti¢ne za
performanse. Nad kolekcijom visited koristimo dvije operacije: dodavanje elementa u kolekciju
(poredak nam nije bitan) te provjera postoji li element u kolekciji. Idealno bi bilo da ove operacije
mozemo raditi u sloZenosti O(1). Stoga bi prikladna implementacija mogla biti neka temeljena na
tablici rasprSenog adresiranja.

Kolekcija open nesto je problemati¢nija. Naime, ovisno o vrsti postupka kojim pretraZujemo
(viSe o tome u nastavku), odgovarat ¢e nam da nam kolekcija elemente isporucuje (prilikom
skidanja elemenata) po FIFO, LIFO ili prioritetnom poretku - $to ve¢ upucuje na tri razlicite
implementacije. S druge strane, ako se radi o postupku obilaska stabla uz skup posjeéenih stanja,
primijetimo da nas tada zanima i da ucinkovito nad kolekcijom open provjerimo sadrZi li ona
¢vor u koji je pohranjeno stanje od interesa - pa bismo i tu operaciju htjeli u niskoj sloZenosti (a
ponekad ¢e nam biti interesantno i takav ¢vor obrisati). Stoga bi ovu kolekciju u programskom
rjeSenju relativno uc¢inkovito mogao oponasati par kolekcija (jedna kolekcija ¢vorova koja brine
o poretku te druga kolekcija pohranjenih stanja koja omogucéava u¢inkovitu provjeru); u takvoj
implementaciji uklanjanje ¢vora iz kolekcije open odgovaralo bi uklanjanju ¢vora iz prve kolekcije
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te stanja pohranjenog u njemu iz druge kolekcije.
Pogledajmo sada za pocetak dva standardna nacina obilaska stabla pretraZivanja: pretraZivanje
u Sirinu pa pretraZivanje u dubinu.

Pretrazivanje u sirinu

Pretrazivanje u Sirinu je postupak koji stablo pretrazivanja konceptualno pretraZuje razinu po razinu.
MozZemo ga dobiti specijalizacijom opcenitog postupka pretraZivanja prostora stanja izvorno prika-
zanog pseudokodom 0, na nacin da kolekcija open ponudi FIFO operacije; konkretno, redoslijedom
kojim ubacujemo elemente Zelimo i dohvacati elemente. Jedna moguca implementacija ovakve
kolekcije je lista koja elemente skida s pocetka, a nove elemente ubacuje na kraj.

U programskom jeziku Java, postupak pretrazivanja u Sirinu dan je programskim kodom u
nastavku.

Pseudokod 2.4 — Algoritam pretrazivanja u Sirinu.
package hr.fer.zemris.search;

import java.util.Deque;
import java.util.LinkedList;
import java.util.Optional;
import java.util.Set;

import java.util.function.Function;
import java.util.function.Predicate;

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<BasicNode<S>> breadthFirstSearch (S sO,
Function<S, Set<S>> succ, Predicate<S> goal) {

Deque<BasicNode<S>> open = new LinkedList<>();
open.add (new BasicNode<>(s0, null));

while (!open.isEmpty ()) {
BasicNode<S> n = open.removeFirst ();
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
for (S child : succ.apply(n.getState())) {

open.addLast (new BasicNode<> (child, n));

return Optional.empty();

U prikazanom kodu kolekcija open je vrste Deque jer ista nudi metode addFirst, addLast,
removeFirst 1 removeLast. Mogli smo koristiti i kolekciju tipa List koja zapravo nudi istu
funkcionalnost, ali uz malo kompleksniju sintaksu (primjerice, addFirst (e) moZemo postici
pozivom add (0, e) , no kako to samo "zamagljuje" semantiku koda, koristimo navedeno sucelje.
Kao implementaciju kolekcije smo odabrali LinkedList koja nudi sve Cetiri operacije u sloZenosti
O(1), a usput implementira i oba spomenuta sucelja. Takoder, kako bismo izbjegli vracanje null-
referenci, postupak je napisan tako da deklarira vracanje opcionalnog rezultata.

Trag izvodenja ovog postupka na primjeru prostora stanja ilustriranog grafom stanja sa slike
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2.1 dan je u nastavku.
open: dodajem (A) na kraj, rezultat Jje [(A)]

- iteracija 1 -

open = [ (A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []
Testiram: goal (A)=false

ProSirujem succ(A) = [B, C]

open: dodajem (B) na kraj, rezultat Jje [(B)]
open: dodajem (C) na kraj, rezultat je [(B), (C)]

- iteracija 2 -

open = [(B), (C)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo je: [(C)]
Testiram: goal (B)=false

Prosirujem succ(B) = [D]

open: dodajem (D) na kraj, rezultat je [(C), (D)]

- iteracija 3 -

open = [(C), (D)]

open: skidam s pocetka: (C), ostalo je: [(D)]
Testiram: goal (C)=false

Pro$irujem succ(C) = [B, F]

open: dodajem (B) na kraj, rezultat je [(D), (B)]
open: dodajem (F) na kraj, rezultat je [(D), (B), (F)]

- iteracija 4 -

open = [(D), (B), (F)]

open: skidam s pocetka: (D), ostalo je: [(B), (F)]
Testiram: goal (D)=false

Prodirujem succ (D) = [E, F]

open: dodajem (E) na kraj, rezultat je [(B), (F), (E)]
open: dodajem (F) na kraj, rezultat je [(B), (F), (E), (F)]

- iteracija 5 -

open = [(B), (F), (E), (F)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo je: [(F), (E), (F)]
Testiram: goal (B)=false

ProSirujem succ(B) = [D]

open: dodajem (D) na kraj, rezultat je [(F), (E), (F), (D)]

- iteracija 6 -

open = [(F), (E), (F), (D)]

open: skidam s pocetka: (F), ostalo je: [(E), (F), (D)]
Testiram: goal (F)=true

Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (A)->(C)->(F)

U danom ispisu, ako se stanje (jedno od slova A do F) nalazi u oblim zagradama, tada se zapravo
radi o ¢voru koji Cuva to stanje. Zbog kompaktnosti ispisa cvorovi su ispisani samo navodenjem
stanja koje Cuvaju, $to moZze biti mrvicu zbunjujuée - da bismo znali o kojem se to¢no ¢voru radi,
trebali bismo uvijek ispisati i Citav put prema korijenu. Tako primjerice u iteraciji 5, kolekcija open
je na pocetku iteracije ispisana kao [ (B), (F), (E), (F)] pase ¢inikao da jeunjojdva
puta isti ¢vor; to medutim nije slucaj: prvi (F) se odnosi na ¢vor na putu A-C-F, a drugi (F) koji
je u ispisu posljednji na ¢vor koji je na putu A-B-D-F.
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Vizualizacija ovog postupka prikazana je na slici 2.5, gdje se lijepo moZe pratiti fronta pretraZi-
vanja (¢vorovi kolekcije open). Ono Sto sa slike nije vidljivo je poredak ¢vorova u fronti, pa za to
ipak treba pogledati prethodno dani ispis. Primijetite kako fronta pretraZivanja uvijek dijeli stablo
pretraZivanja na istraZeni dio (prikazan zelenim) i neistraZeni dio.

PocCetak Nakon iteracije 1 Nakon iteracije 2 Nakon iteracije 3

Nakon iteracije 5

Nakon iteracije 4

Slika 2.5: Napredak postupka pretraZivanja u Sirinu za graf stanja 2.1. Zutom bojom je oznagena
fronta pretraZivanja (¢vorovi u kolekciji open), zelenom bojom istrazeni dio stabla, ljubicastom
pronadeni ¢vor koji sadrzi ciljno stanje.

Spomenimo jo§ jedan bitan moment: naivno implementirani algoritam pretraZivanja u Sirinu
koji je direktna implementacija openitog postupka koji smo dali na pocetku ove cjeline ima jedno
nezgodno svojstvo. Ako je minimalna dubina na kojoj se nalazi ciljno stanje d, tada ¢e postupak
pretraZivanja generirati i cuvati u fronti i dio ¢vorova na dubini d + 1, Cime raste prostorna sloZenost
algoritma (prostorna sloZenost odgovara broju ¢vorova koji se pamte u memoriji u nekom trenutku).
Slika 2.5 to lijepo ilustrira: iako je ¢vor koji Cuva ciljno stanje dostupan veé na dubini 2, prije
njegovog pronalaska fronta ve¢ sadrZi sve ¢vorove s dubine 3.

rIsprobajte )
Postupak pretraZivanja u Sirinu za ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom
retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools. jar demo.book.grafl.GUIS

pa odaberite dodavanje na kraj (ostalo ostavite neoznaceno). Sada ¢e u lijevom dijelu prozora
biti prikazano do tada izgradeno stablo pretraZivanja, a uz desni rub prozora bit ¢e prikazana
kolekcija open (vrh prozora je poéetak kolekcije). Cvor birate za istraZivanje tako da ga
skinete s vrha kolekcije (dvoklik na taj ¢vor u kolekciji - ne u lijevom dijelu ekrana). Ako
Vas zanima gdje se koji ¢vor iz kolekcije open nalazi u stablu, jednom kliknite na ¢vor - ¢vor
¢e promijeniti nacin kako je nacrtan pa Cete ga vidjeti i u stablu. Oznaku moZete ukloniti
ponovnim klikom misa. Skidanjem ¢vora i nakon ispitivanja je li ciljni generirat ée se njegovi
sljedbenici i oni ¢e biti ubaceni na kraj (dno) kolekcije open (jer ste tako trebali odabrati pri
pokretanju programa).

Da biste isprobali slagalicu 3x3, u naredbenom retku zadajte:
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java —-cp book-search-tools.jar demo.book.slagalica.GUIS
Da biste isprobali problem Hanojskih tornjeva, u naredbenom retku zadajte:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.hanoi.GUIS

Da biste isprobali problem labirinta, u naredbenom retku zadajte:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUIS

Stoga se u praksi koristi modifikacija postupka pretraZivanja u Sirinu koja ima bolju prostornu
sloZenost, a prikazana je u nastavku.

Pseudokod 2.5 — Algoritam pretrazivanja u Sirinu - bolja izvedba.

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<BasicNode<S>> breadthFirstSearchBetter (
S s0, Function<S, Set<S>> succ, Predicate<S> goal) {
Deque<BasicNode<S>> open = new LinkedList<>();

BasicNode<S> n0 = new BasicNode<> (s0, null);
if(goal.test (s0)) return Optional.of (n0);

open.add (n0) ;

while (!open.isEmpty ()) {
BasicNode<S> n = open.removeFirst ();
for (S child : succ.apply(n.getState())) {
BasicNode<S> childNode = new BasicNode<> (child, n);
if (goal.test (child)) return Optional.of (childNode) ;
open.addLast (childNode) ;

return Optional.empty();

Dvije su razlike u odnosu na pocetnu inacicu:

1. prije ulaska u petlju provjeravamo je li pocetno stanje vec ciljno te

2. odmabh pri generiranju sljedbenika provjeravamo je li sljedbenik ciljno stanje.
Trag pretraZivanja ovom ina¢icom prikazan je u nastavku.

Testiram: goal (A)=false
open: dodajem (A) na kraj, rezultat Jje [(A)]

- iteracija 1 -

open = [ (A)]
open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []
Pro$irujem succ(A) = [B, C]

Testiram: goal (B)=false
open: dodajem (B) na kraj, rezultat je [(B)]
Testiram: goal (C)=false

open: dodajem (C) na kraj, rezultat je [(B), (C)]
- iteracija 2 -

open = [(B), (C)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo je: [(C)]
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ProSirujem succ(B) = [D]

Testiram: goal (D)=false

open: dodajem (D) na kraj, rezultat je [(C), (D)]
- iteracija 3 -

open = [(C), (D)]

open: skidam s pocetka: (C), ostalo je: [(D)]
Pro3irujem succ(C) = [B, F]

Testiram: goal (B)=false

open: dodajem (B) na kraj, rezultat je [(D), (B)]

Testiram: goal (F)=true
Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (A)->(C)-—>(F)

Vizualizacija postupka prikazana je na slici 2.6. Odmah moZemo primijetiti da je postupak
zavr$io u manjem broju iteracija no $to je to bio slucaj s pocetnom inacicom. Zahvaljujuci Cinjenici
da se stanja nastala proSirivanjem trenutno promatranog stanja odmah provjeravaju, postupak je
tijekom iteracije 3 u frontu dodao samo Cvor za stanje B, nakon Cega je pretraga zaustavljena jer je
utvrdeno da je stanje F ciljno stanje; to je stanje zamotano u ¢vor i taj je ¢vor vraden kao rezultat
pretrage.

Pocetak Nakon iteracije 1 Nakon iteracije 2 Nakon iteracije 3

& <

I

(2 \,E /
22 ‘/ D\

Slika 2.6: Napredak modificiranog postupka pretraZivanja u §irinu za graf stanja 2.1. Zutom bojom
je oznacena fronta pretraZivanja (¢vorovi u kolekciji open), zelenom bojom istraZeni dio stabla,
ljubicastom pronadeni ¢vor koji sadrZi ciljno stanje.

Prodiskutirajmo sada vremensku i prostornu sloZenost postupka pretraZivanja u Sirinu. Po-
novimo jos jednom o ¢emu se radi: prostorna sloZenost odgovara broju ¢vorova koje algoritam
treba Cuvati u memoriji (kod nas to bio sadrzaj kolekcije open); vremenska sloZenost odgovara
broju ¢vorova koje algoritam generira tijekom pretrage. Krenimo od pretpostavke da je d najmanja
dubina u stablu pretraZivanja na kojoj se nalazi ¢vor koji ¢uva ciljno stanje. Pretpostavimo takoder
da je prosjecni faktor grananja za graf koji pretrazujemo b (drugim rijeima, idemo se praviti da
¢e za potrebe analize svaki ¢vor imati upravo b djece). To konkretno znaci da ¢emo na dubini 0
imati jedan ¢vor (s pocetnim stanjem); na dubini 1 imat éemo b ¢vorova (a stablo do te razine
imat ¢e ukupno 1+ b ¢vorova), na dubini 2 imat ¢emo b?* &vorova (a stablo do te razine imat ée
ukupno 1 +b+ b? &vorova), na dubini 3 imat éemo b &vorova (a stablo do te razine imat ée ukupno
1+ b+ b%+b? &vorova), i tako dalje.

Prvo prikazani postupak pretrazivanja u Sirinu tada ¢e do trenutka pronalaska ¢vora s ciljnim
stanjem izgenerirati sve ¢vorove do razine d, te ovisno o tome koliko imamo srece, izgenerirat ¢e
dio ¢vorova na razini d + 1. U najgorem slucaju, izgenerirat ¢e tu ¢itavu razinu i nju ¢e pamtiti u
fronti. Stoga ée veli¢ina fronte biti 5", a ukupan broj generiranih &vorova 14 b +b> - -- + b4+,
¢ime su vremenska i prostorna sloZenost O(b%+1).

Kod poboljsane modifikacije, pretraga staje razinu prije, pa ¢emo ciljno stanje pronaci Sirenjem
stanja iz ¢vorova koji su na razini d — 1, Sto znaci da ¢e fronta sadrZavati ¢vorove razine d. Stoga ¢e
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veli¢ina fronte biti 5%, a ukupan broj generiranih &vorova 1 4+ b+ b? + - -- +b?, ¢ime su vremenska
i prostorna slozenost O(b?).

Definicija 2.5 — Svojstva algoritma pretrazivanja u Sirinu.

Postupak pretraZivanja u Sirinu nad problemima kod kojih traZimo ciljno stanje koje je udaljeno
minimalni broj koraka od pocetnog stanja (drugim rijeCima, graf stanja moZemo promatrati kao
tezinski gdje je cijena svakog prijelaza jednaka 1) je optimalan i potpun.

Pretrazivanje u dubinu

Pretrazivanje u dubinu je postupak koji stablo pretraZivanja konceptualno pretrazuje podstablo
po podstablo (ako neki ¢vor ima primjerice dva djeteta, tada e postupak pretraZivanja najprije
istraziti Citavo podstablo prvog djeteta, prije no §to krene na drugo dijete). MozZzemo ga dobiti
specijalizacijom opcenitog postupka pretraZivanja prostora stanja izvorno prikazanog pseudokodom
0, na nacin da kolekcija open ponudi LIFO operacije; konkretno, posljednji element koji smo
ubacili u kolekciju Zelimo prvi dobiti natrag kod dohvaéanja. Jedna moguca implementacija ovakve
kolekcije je lista koja elemente i ubacuje i skida s pocetka (takoder, ako je na raspolaganju, mozemo
direktno koristiti i implementaciju stoga).

U programskom jeziku Java, postupak pretraZivanja u dubinu dan je programskim kodom u
nastavku.

Pseudokod 2.6 — Algoritam pretrazivanja u dubinu.

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<BasicNode<S>> depthFirstSearch (S sO,
Function<S, Set<S>> succ, Predicate<S> goal) {
Deque<BasicNode<S>> open = new LinkedList<>();
open.add (new BasicNode<>(s0, null));

while (!open.isEmpty ()) {
BasicNode<S> n = open.removeFirst () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
for (S child : succ.apply(n.getState())) {

open.addFirst (new BasicNode<> (child, n));

}

return Optional.empty();

Usporedite li ga s osnovnom ina¢icom postupka pretraZivanja u §irinu, primijetit Cete da je
razlika samo na jednom mjestu: nakon proSirivanja ¢vora, sljedbenike ne dodajemo na kraj veé
na pocetak. Primijetimo da, kako sljedbenike dodajemo jednog po jednog, ovo za posljedicu ima
obrtanje redoslijeda kojim istrazujemo sljedbenike: zadnjeg dodanog ¢emo prvog dohvatiti za
istraZivanje.

Trag izvodenja ovog postupka na primjeru prostora stanja ilustriranog grafom stanja sa slike
2.1 dan je u nastavku.
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open: dodajem (A) na kraj, rezultat Jje [(A)]

- iteracija 1 -

open = [(A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []

Testiram: goal (A)=false

ProSirujem succ(A) = [B, C]

open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Jje [(B)]
open: dodajem (C) na pocetak, rezultat Je [(C), (B)]
- iteracija 2 -

open = [(C), (B)]

open: skidam s pocetka: (C), ostalo Je: [(B)]
Testiram: goal (C)=false

Prosirujem succ(C) = [B, F]

open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Je [(B), (B)]

open: dodajem (F) na pocetak, rezultat Je [(F), (B), (B)]
- iteracija 3 -

open = [(F), (B), (B)]

open: skidam s pocetka: (F), ostalo je: [(B), (B)]

Testiram: goal (F)=true
Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (A)->(C)->(F)

Vizualizacija postupka prikazana je na slici 2.7.

Pocetak Nakon iteracije 1 Nakon iteracije 2 Nakon iteracije 3

& )
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Slika 2.7: Napredak postupka pretraZivanja u dubinu za graf stanja 2.1. Zutom bojom je oznacena
fronta pretraZivanja (¢vorovi u kolekciji open), zelenom bojom istrazeni dio stabla, ljubicastom
pronadeni ¢vor koji sadrzi ciljno stanje.

( Isprobajte )
Postupak pretraZivanja u dubinu za ovaj primjer mozete isprobati i samostalno. U naredbenom
retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.grafl.GUIS

i nemojte oznaciti dodavanje na kraj, Cime Ce se generirani sljedbenici dodavati na pocetak
kkolekcije open (i ostalo ostavite neoznaceno). Prodite kroz rad algoritma.

J

Za razliku od pretraZivanja u Sirinu, nacin pretrazivanja stabla ovdje je biti uvjetovan redoslije-
dom elemenata koje vraca funkcija sljedbenika. Naime, ako funkciju sljedbenika za isti problem
modificiramo tako ih vraéa poredane leksikografski ali u padaju¢em poretku, dobit ¢emo trag
pretraZivanja koji je prikazan u nastavku.
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open: dodajem (A) na kraj, rezultat Jje [(A)]

- iteracija 1 -

open = [(A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []
Testiram: goal (A)=false

ProSirujem succ(A) = [C, B]

open: dodajem (C) na pocetak, rezultat Jje [(C)]
open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Jje [(B), (C)]
- iteracija 2 -

open = [(B), (C)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo Je: [(C)]
Testiram: goal (B)=false

Prosirujem succ(B) = [D]

open: dodajem (D) na pocetak, rezultat Je [(D), (C)]

- iteracija 3 -

open = [(D), (C)]

open: skidam s pocetka: (D), ostalo je: [(C)]
Testiram: goal (D)=false

Pro$irujem succ (D) = [F, E]

open: dodajem (F) na pocetak, rezultat Je [(F), (C)]
open: dodajem (E) na pocetak, rezultat je

- iteracija 4 -

open = [(E), (F), (C)]

open: skidam s pocetka: (E), ostalo je: [(F), (C)]
Testiram: goal (E)=false

Prosirujem succ(E) = []

- iteracija 5 -

open = [(F), (C)]

open: skidam s pocetka: (F), ostalo je: [(C)]
Testiram: goal (F)=true

Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (A)->(B)->(D)->(F)

Vizualizacija postupka sada je prikazana na slici 2.8.

( Isprobajte )
Postupak pretraZivanja u dubinu za ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom
retku zadajte naredbu:
java —cp book-search-tools.jar demo.book.grafl.GUIS
i nemojte oznacliti dodavanje na kraj, ali oznacite Popravi poredak kod umetanja. Prodite
kroz rad algoritma.

\ : J

Primijetimo da je u oba slu€aja algoritam pronasao ¢vor koji sadrZi ciljno stanje. Medutim,
u prvom slucaju pronasao je ¢vor na dubini 2, a sada ¢vor na dubini 3. Kako ¢vor koji ¢e biti
pronaden ovisi o redoslijedu kojim funkcija sljedbenika vraca djecu, ovaj algoritam nema svojstvo
optimalnosti! Dapace, algoritam nema niti svojstvo potpunosti ako graf stanja nije aciklicki. U
slucaju ciklickog grafa, mozZe se dogoditi da algoritam pretraZivanja u dubinu do beskonacnosti
stalno proSiruje ciklus i tako nikada ne uspije pronaci ¢vor koji sadrZi ciljno stanje.
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Pocetak Nakon iteracije 1 Nakon iteracije 2 Nakon iteracije 3
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Nakon iteracije 4

Slika 2.8: Napredak postupka pretraZivanja u dubinu za graf stanja 2.1. Zutom bojom je oznaena
fronta pretraZivanja (¢vorovi u kolekciji open), zelenom bojom istrazeni dio stabla, ljubi¢astom
pronadeni ¢vor koji sadrZi ciljno stanje.

Definicija 2.6 — Svojstva algoritma pretrazivanja u dubinu.
Postupak pretraZivanja u dubinu opéenito nije niti potpun niti optimalan. Kod problema ¢iji su
grafovi stanja aciklicki, algoritam ima svojstvo potpunosti (ali ne i optimalnosti).

Ako s m ozna¢imo maksimalnu dubinu stabla pretrazivanja (a to ¢e biti konacan broj samo za
probleme Ciji je graf stanja aciklicki), prostorna sloZenost (drugim rije¢ima, veli¢ina fronte) bit e
O(b-m) (za niz od m &vorova imamo prosirenu njihovu djecu; kako svaki ¢vor ima b djece, to je
ukupno b -m), a vremenska slozenost O(b™) (jer u najgorem slucaju treba izgenerirati i obici ¢itavo
stablo).

rIsprobajte N
Postupak pretrazivanja u Sirinu i dubinu za primjer cikli¢kog grafa moZete isprobati i samos-
talno - dostupan je primjer za graf 2.3. U naredbenom retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.graf2.GUIS

te ako Zelite pretraZivanje u $irinu, oznacite dodavanje na kraj (a nemojte to oznaciti za
pretraZivanje u dubinu). Ako radite pretrazivanje u dubinu, oznacite Popravi poredak kod
umetanja. Prodite kroz rad oba algoritma. Hoce li postupak pretrazivanja u dubinu pronaéi
¢vor s ciljnim stanjem?

Mozete pokrenuti i primjer slagalice 3x3, Hanojskih tornjeva te labirinta (naredbe su jednake
kao kod primjera pretraZivanja u Sirinu, a nakon pokretanja stavku dodavanje na kraj treba
ostaviti neoznacenu). y

\.

2.3 lterativno pretrazivanje u dubinu

S obzirom da pretrazivanje u dubinu ima puno povoljniju prostornu sloZenost od pretrazivanja u
§irinu, postavlja se pitanje moZemo li ikako modificirati postupak pretraZivanja u dubinu, tako da
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dobijemo postupak jednake prostorne sloZenosti a koji ima svojstva potpunosti i optimalnosti? I
odgovor na to pitanje je potvrdan. Evo §to ¢emo uciniti:

1. napravit éemo inacicu postupka pretrazivanja u dubinu koji kao dodatni argument prima
maksimalnu dubinu od koje dalje ne Zeli istraZivati stablo; cvorove koji su na toj dubini ili
dubljoj ne¢emo dalje proSirivati

2. napravit ¢emo algoritam-omotac oko ovog algoritma koji ée iterativno pozivati prvi algoritam
i u svakoj iteraciji ogradu spustiti jednu razinu dublje.

Ve¢ iz definicije opisanih modifikacija vidimo da ¢e takav algoritam automatski imati svojstva
potpunosti i optimalnosti (razmislite kako je garantirana optimalnost).

Opisani algoritam nazvat ¢emo Algoritmom iterativnog pretraZivanja u dubinu. Programski

kod prikazan je u nastavku.

Pseudokod 2.7 — Algoritam pretrazivanja u dubinu.

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<BasicNode<S>>
iterativeDeepeningDepthFirstSearch (S s0, Function<S, Set<S>>
succ, Predicate<S> goal) {

for(int limit = 0; ; limit++) {

Optional<BasicNode<S>> result = depthLimitedSearch(s0, succ,
goal, limit);
if (result != null) return result;

private static <S> Optional<BasicNode<S>> depthLimitedSearch (S sO,
Function<S, Set<S>> succ, Predicate<S> goal, int limit) {
Deque<BasicNode<S>> open = new LinkedList<>();
open.add (new BasicNode<>(s0, null));
boolean cutoffOccured = false;

while (!open.isEmpty ()) {
BasicNode<S> n = open.removeFirst ();
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
if(n.getDepth() < limit) {
for (S child : succ.apply(n.getState())) {

open.addFirst (new BasicNode<>(child, n));

}
} else {
cutoffOccured = true;

return cutoffOccured ? null : Optional.empty();

Unutarnji algoritam pretraZivanja koji obavlja pretraZivanje do odredene dubine dan je pri-
vatnom metodom depthLimitedSearch. Primijetimo kako ta metoda treba biti u stanju vratiti
jednu od tri razli¢ite informacije:

e Cvor koji predstavlja rjeSenje, ako je rjeSenje pronadeno
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e informaciju da rjeSenje ne postoji, ako je pretraZeno Citavo stablo pretraZivanja
o informaciju da rjeSenje nije pronadenom ali nije jasno postoji li ono ili ne jer je pretraga bila
odsjecena.

Stoga napisana metoda za prva dva slucaja vraca popunjen ili prazan Optional. U treCem slucaju
metoda vraéa null, $to je poruka nadredenom algoritmu da moze pokusati dubinu povecati pa
ponovno pozvati pretraZivanje.

Vanjski algoritam namijenjen korisniku dan je metodom iterativeDeepeningDepthFirstSearch
. Metoda u petlji redom povecava dubine i poziva prethodnu metodu. Ako se pronade rezultat ili
utvrdi da rjeSenje ne postoji, ta se informacija vraca pozivatelju. Ako nije jasan razlog nepronalaska
rjeSenja, odlazi se u sljedecu iteraciju.

Trag izvodenja ovog postupka na primjeru prostora stanja ilustriranog grafom stanja sa slike 2.1
dan je u nastavku. Pri tome je iskoriStena implementacija funkcije sljedbenika uz koju je algoritam
pretraZivanja u dubinu pronalazio neoptimalno rjeSenje.

- Pozvan IDS ogranicen na dubinu 0 -

open: dodajem (A) na kraj, rezultat je [(A)]

- iteracija 1 -

open = [(A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []

Testiram: goal (A)=false

Ne Sirim ovaj ¢vor - dubina mu je 0 $to nije manje od zadane ograde 0
Ne znam postoji 1li rjeSenje i1ili ne - bilo je odsijecanja pretrage.

Vanjski algoritam: povecavam dubinu pretrage.

- Pozvan IDS ogranic¢en na dubinu 1 -

open: dodajem (A) na kraj, rezultat Jje [(A)]

- iteracija 1 -

open = [(A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []
Testiram: goal (A)=false

Prosirujem succ(A) = [C, B]
open: dodajem (C) na pocetak, rezultat je [(C)]
open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Je [(B), (C)]

- iteracija 2 -

open = [(B), (C)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo je: [(C)]

Testiram: goal (B)=false

Ne Sirim ovaj ¢vor - dubina mu Jje 1 $to nije manje od zadane ograde 1

- iteracija 3 -

open = [(C)]

open: skidam s pocetka: (C), ostalo je: []

Testiram: goal (C)=false

Ne Sirim ovaj ¢vor - dubina mu Jje 1 $to nije manje od zadane ograde 1

Ne znam postoji 1i rjesSenje ili ne - bilo je odsijecanja pretrage.
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Vanjski algoritam: povecavam dubinu pretrage.

- Pozvan IDS ogranic¢en na dubinu 2 -

open: dodajem (A) na kraj, rezultat je [(A)]

- iteracija 1 -

open = [(A)]

open: skidam s pocetka: (A), ostalo je: []

Testiram: goal (A)=false

Pro3irujem succ(A) = [C, B]

open: dodajem (C) na pocetak, rezultat Jje [(C)]
open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Jje [(B), (C)]
- iteracija 2 -

open = [(B), (C)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo Jje: [(C)]
Testiram: goal (B)=false

ProSirujem succ(B) = [D]

open: dodajem (D) na pocetak, rezultat Je [(D), (C)]
- iteracija 3 -

open = [(D), (C)]

open: skidam s pocetka: (D), ostalo je: [(C)]
Testiram: goal (D)=false

Ne Sirim ovaj ¢vor - dubina mu Jje 2 $to nije manje od zadane ograde 2
- iteracija 4 -

open = [(C)]

open: skidam s pocetka: (C), ostalo je: []

Testiram: goal (C)=false

ProSirujem succ(C) = [F, B]

open: dodajem (F) na pocetak, rezultat Jje [(F)]
open: dodajem (B) na pocetak, rezultat Jje [(B), (F)]
- iteracija 5 -

open = [(B), (F)]

open: skidam s pocetka: (B), ostalo Je: [(F)]
Testiram: goal (B)=false

Ne Sirim ovaj ¢vor - dubina mu je 2 $to nije manje od zadane ograde 2
- iteracija 6 -

open = [ (F)]

open: skidam s pocetka: (F), ostalo je: []

Testiram: goal (F)=true

PronaSao sam rjeSenje. Vracam: (A)->(C)-—>(F)

Vanjski algoritam: vracdam rezultat.

Iz danog traga izvodenja vidimo da je postupak kroz tri iteracije vanjskog algoritma uspio

pronadi optimalno rjeSenje.
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Definicija 2.7 — Svojstva algoritma iterativnog pretrazivanja u dubinu.
Postupak iterativnog pretraZivanja u dubinu je potpun i optimalan. Prostorna mu je sloZenost
O(b-d), a viemenska mu je sloZenost O(h?).

Pretrazivanje s jednolikom cijenom

Ako je graf stanja kojim je specificiran problem pretraZzivanja tezinski, tada nas nece zanimati put
od pocetnog do ciljnog stanja sastavljen od minimalnog broja koraka, ve¢ put od pocetnog do
ciljnog stanja minimalne cijene. Razlika u odnosu na prethodno rjeSavane probleme je u tome da
nas sada neki prijelaz moZe kosStati vise, a neki manje.

Da bismo rjeSavali takve probleme, napravit ¢emo proSirenje ¢vora tako da omoguc¢imo pam-
éenje cijene do tada konstruiranog puta. Potom ¢emo algoritam pretraZivanja napisati tako da iz
kolekcije open kao sljedeéi ¢vor koji €e istraziti uvijek izvuce onaj koji od svih u toj kolekciji ima
najmanju ukupnu cijenu.

Progirena definicija &vora (razred CostNode) prikazana je u nastavku. Cvoru je definiran i
prirodni poredak po cijeni, pri ¢emu je manja cijena "prije" veée cijene.

Pseudokod 2.8 — Prosirenje ¢vora pamcenjem cijene dotadasnjeg puta.

public class CostNode<S> extends BasicNode<S> implements Comparable<
CostNode<S>> {

protected double cost;
public CostNode (S state, CostNode<S> parent, double cost) {

super (state, parent);
this.cost = cost;

—

public double getCost () {
return cost;

—

@Override
public CostNode<S> getParent () {
return (CostNode<S>)super.getParent ();

—

@Override
public int compareTo (CostNode<S> other) ({
return Double.compare (this.cost, other.cost);

—

@Override
public String toString()

return String.format (" (%s,%.1f)", state, cost);

—

U skladu s diskusijom iz uvodnog poglavlja, funkciju sljedbenika takoder morati nanovo
definirati, tako da sada za svako stanje vraca skup uredenih parova (sljedece stanje, cijena prijelaza).
Ovaj uredeni par modelirat ¢emo razredom StateCostPair koji je prikazan u nastavku.
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Pseudokod 2.9 — Ureden par (sliedece stanje, cijena prijelaza).
public class StateCostPair<S> {

private S state;
private double cost;

public StateCostPair (S state, double cost) {

super () ;
this.state = state;
this.cost = cost;

—

public S getState() {
return state;

—

public double getCost () {
return cost;

—

@Override
public String toString () {
return String.format ("<%s,%.1f>", state, cost);

—

Algoritam koji ée obavljati pretrazivanje u skladu s iznesenom idejom prikazan je u nastavku.
Taj se algoritam naziva algoritam s jednolikom cijenom, iz razloga $to najprije istraZuje sve ¢vorove
iste minimalne cijene, nakon Cega prelazi na sve ¢vorove sljedeCe minimalne cijene, i tako redom.
Zahvaljujuéi ovome, algoritam ¢e imati svojstvo potpunosti. Imat ée i svojstvo optimalnosti, tako
dugo dok nema negativnih cijena prijelaza, ¢cime se garantira da dodavanjem novog komponente
puta ukupna cijena sigurno ne moZe padati.

Pseudokod 2.10 — Ureden par (sljiedece stanje, cijena prijelaza).
public class SearchAlgorithms {

public static <S> Optional<CostNode<S>> uniformCostSearch (S sO,
Function<S, Set<StateCostPair<S>>> succ, Predicate<S> goal) {
Queue<CostNode<S>> open = new PriorityQueue<>();
open.add (new CostNode<>(s0, null, 0.0));

while (!open.isEmpty ()) {
CostNode<S> n = open.remove () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
for (StateCostPair<S> child : succ.apply(n.getState())) {

open.add (new CostNode<>(child.getState(), n, n.getCost ()+
child.getCost ()));
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return Optional.empty () ;

Algoritam kao kolekciju open koristi prioritetni red koji osigurava da se pozivom metode
remove dohvaca i uklanja najmanji element. Kako smo za razred CostNode definirali da je
prirodan poredak upravo temeljen na pohranjenoj cijeni, iz kolekcije ¢emo uvijek uklanjati ¢vorove
s minimalnom cijenom. Prilikom dodavanja novih ¢vorova u kolekciju open, cijenu puta definiramo
kao cijenu dotadaSnjeg puta koji predstavlja proSireni ¢vor uvecanu za cijenu prijelaza u novo stanje
(8to je informacija koju nam je dala funkcija sljedbenika).

Rad algoritma pogledat ¢emo na problemu putovanja kroz Istru, ¢iji smo graf stanja ve¢ vidjeli
na slici 1.12.

Recimo da nas zanima da pronademo put od Umaga do GroZnjana. Trag rada algoritma prikazan
je na ispisu u nastavku. PretraZivanje zavr§ava nakon tri iteracije.

open: dodajem (Umag,0.0) sortirano, rezultat Jje [ (Umag,0.0)]

- iteracija 1 -

open = [(Umag,0.0)]

open: skidam s pocetka: (Umag,0.0), ostalo je: []
Testiram: goal (Umag)=false

ProSirujem succ(Umag) = [<Buje,13.0>]

open: dodajem (Buje,13.0) sortirano, rezultat je [(Buje,13.0)]

- iteracija 2 -
open = [(Buje,13.0)]
open: skidam s pocetka: (Buje,13.0), ostalo je: []
Testiram: goal (Buje)=false
Prosirujem succ (Buje) = [<Umag,13.0>, <GrozZnjan,8.0>]
open: dodajem (Umag,26.0) sortirano, rezultat je [ (Umag,26.0)]
open: dodajem (GrozZnjan,21.0) sortirano, rezultat Je
[ (Groznjan,21.0), (Umag,26.0)]

- iteracija 3 -

open = [(Groznjan,21.0), (Umag,26.0)]

open: skidam s pocetka: (Groznjan,21.0), ostalo je: [(Umag,26.0)]
Testiram: goal (GrozZnjan)=true

Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (Umag,0.0)->(Buje,13.0)->(Groznjan,21.0)

Postupak zapocinje umetanjem ¢vora (Umag,0) u kolekciju open. U prvoj iteraciji taj se ¢vor
dohvaca, provjerava je li ciljni i potom se proSiruje. Funkcija sljedbenika za u njemu pohranjeno
stanje, Umag, vraca informaciju da postoji samo jedno sljedeée stanje, Buje, i da nas prijelaz u
njega kosSta 13. Stoga se stvara novi ¢vor koji ¢uva stanje Buje i predstavlja put Umag-Buje i ¢ija je
cijena 0+13=13.

U drugoj iteraciji iz kolekcije open dohvacamo ¢vor s najmanjom cijenom (a ujedno i jedini
u tom trenutku): (Buje,13). Provjerava se je li Buje ciljno stanje i kako nije, odreduju se njegovi
sljedbenici. Doznajemo da iz grada Buje moZemo po cijeni od 13 prijeéi u Umag, te po cijeni od
8 u GroZnjan. Stoga se stvaraju dva ¢vora: jedan s upisanim stanjem Umag koji predstavlja put
Umag-Buje-Umag i cijene 13+13=26, te drugi koji predstavlja put Umag-Buje-GrozZnjan i cijene
13+8=21.

U trecoj iteraciji iz kolekcije open dohvaéamo ¢vor s najmanjom cijenom: (GrozZnjan,21).
Provjerava se je li Gro$njan ciljno stanje, i kako je, taj se ¢vor vraca.
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Vizualni prikaz postupka pretrazivanja dan je na slici 2.9. Primijetite da sada u svakom
¢voru pamtimo i cijenu dotadasnjeg puta. Na bridove smo dopisali cijene prijelaza kako bi bilo
lakse pratiti kako se mijenjaju cijene puteva. Uocite da je u ovom slucaju stablo pretraZivanja
beskonacno jer ako postoji cesta izmedu dva grada, onda izmedu njih moZemo putovati u bilo
kojem smjeru. Posljedica je da ¢emo u stablu imati i puteve koji su nama kao korisniku besmisleni,
tipa Umag-Buje-Umag-Buje-Umag-...

Pocetak Nakon iteracije 1

3 8 S 15
Buje (39) Buje (29) Visnjan (40)

Slika 2.9: Napredak postupka pretraZivanja s jednolikom cijenom za problem putovanja kroz Istru.
Zutom bojom je oznacena fronta pretraZivanja (¢vorovi u kolekciji open), zelenom bojom istraZeni
dio stabla, ljubicastom pronadeni ¢vor koji sadrZi ciljno stanje.

rIsprobajte N
Ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom retku zadajte naredbu:
java —cp book-search-tools.jar demo.book.pulabuzet.GUIS
——from=Umag --to=Groznjan —--visited=off
L(SVi argumenti su u istom retku; ovdje je prikaz slomljen zbog Sirine stranice). D

Da bismo rijesili problem ponavljajucih stanja, algoritam bismo mogli opremiti kolekcijom
koja pamti za svaki grad do kojeg smo dosli, najmanju cijenu koju smo do njega postigli (to bi
sada bila kolekcija visited). Primijetimo da ona sada nije kolekcija stanja, ve¢ uredenih parova
(stanje,cijena).

Ako prilikom pretraZivanja Sirenjem nekog ¢vora generiramo ¢vor vece cijene od one zapisane
u kolekciji visited, tada taj ne dodajemo u kolekciju open; takoder, ako kolekcija open veé sadrZzi
¢vor istog stanja, ako je on manje cijene, novi ne dodajemo, a ako je vece cijene, treba ga ukloniti
pa dodati novi. Uz pretpostavku da su cijene prijelaza nenegativne (pa cijena put, kako isti dobiva
nove komponente, ne moZe padati), kolekcija visited moZe biti i obican skup stanja. Naime, kako
u kolekciju visited elemente dodajemo nakon Sto ¢vor skinuli iz kolekcije open, a time imamo
garanciju da smo dohvatili najjeftiniji put do stanja pohranjenog u ¢voru, kolekcija visited ne treba
pamtiti cijene, a ako kasnije Sirenjem nekog ¢vora koji smo izvukli iz kolekcije open ponovno
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dobijemo to stanje, put do njega sigurno nece biti jeftiniji. Uzevsi to u obzir, u nastavku je dana
inacica algoritma pretraZivanja s jednolikom cijenom i kolekcijom posjeéenih stanja.

Pseudokod 2.11 — Ureden par (sliedece stanje, cijena prijelaza).

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<CostNode<S>>
uniformCostSearchWithVisited (S s0, Function<S, Set<
StateCostPair<S>>> succ, Predicate<S> goal) {
Queue<CostNode<S>> open = new PriorityQueue<>();
open.add (new CostNode<>(s0, null, 0.0));
Set<S> visited = new HashSet<>();

while (!open.isEmpty ()) {
CostNode<S> n = open.remove () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
visited.add(n.getState());
for (StateCostPair<S> child : succ.apply(n.getState())) {
ako je u visited, preskoci:
if (visited.contains (child.getState())) continue;
provjeri stanje kolekcije open:
double childPathCost = n.getCost ()+child.getCost () ;
boolean openHasCheaper = false;
Iterator<CostNode<S>> it = open.iterator();
while (it.hasNext ()) {
CostNode<S> m = it.next ();
if(!m.getState () .equals (child.getState())) continue;
if (m.getCost () <= childPathCost) {
openHasCheaper = true;
} else {

it.remove () ;

}

break;
}
if (!openHasCheaper) {
CostNode<S> childNode = new CostNode<>(child.getState (), n
, childPathCost) ;
open.add (childNode) ;

return Optional.empty () ;

Trag izvodenja na primjeru traZenja najkraeg puta izmedu Umaga i GroZnjana, za ovako
modificiranu izvedbu prikazan je u nastavku. Primijetite kako u iteraciji 2 sprjeCavamo umetanje u
kolekciju open ¢vora koji bi predstavljao put Umag-Buje-Umag, ¢ime smanjujemo vremensku i
prostornu sloZenost pretrage.

open: dodajem (Umag,0.0) sortirano, rezultat Jje [ (Umag,0.0)]

- iteracija 1 -
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open = [ (Umag,0.0)]

visited = []

open: skidam s pocetka: (Umag,0.0), ostalo je: []

Testiram: goal (Umag)=false

Dodajem u visited stanje Umag, visited je sada [Umag]
ProS$irujem succ(Umag) = [<Buje,13.0>]

open: dodajem (Buje,13.0) sortirano, rezultat je [(Buje,13.0)]

- iteracija 2 -

open = [(Buje,13.0)]

visited = [Umag]

open: skidam s pocetka: (Buje,13.0), ostalo je: []
Testiram: goal (Buje)=false

Dodajem u visited stanje Buje, visited je sada [Buje, Umag]

Prosirujem succ (Buje) = [<Umag,13.0>, <GrozZnjan,8.0>]
Preskacem generiranje ¢vora jer je Umag vel u kolekciji visited.
open: dodajem (GrozZnjan,21.0) sortirano, rezultat je [(GrozZnjan,21.0)]

- iteracija 3 -

open = [(Groznjan,21.0)]
visited = [Buje, Umag]
open: skidam s pocetka: (Groznjan,21.0), ostalo je: []

Testiram: goal (GrozZnjan)=true
Pronasao sam rjesSenje. Vracam: (Umag,0.0)->(Buje,13.0)->(Groznjan,21.0)

( Isprobajte )

Ovaj primjer moZete isprobati i samostalno. U naredbenom retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.pulabuzet.GUIS
—-—from=Umag —--to=GrozZnjan —--visited=on

(svi argumenti su u istom retku; ovdje je prikaz slomljen zbog irine stranice). Cvorovi koje je

kolekcija posjecenih stanja sprijecila da ih se doda u kolekciju open u stablu e biti prikazani

Lzasivljeno, i njih (niti njihovo podstablo) algoritam nece istraZivati.

v,

Rad algoritma moZemo pogledati i na malo ve€em primjeru: traZenju najkraceg puta iz Umaga
do Buzeta. Postupak zavrSava u 7 iteracija, no ilustirira razli¢ite primjere odbacivanja umetanja
novih ¢vorova u kolekciju open, §to ¢emo prodiskutirati.

open: dodajem (Umag,0.0) sortirano, rezultat je [ (Umag,0.0)]

- iteracija 1 -

open = [ (Umag,0.0)]
visited = []
open: skidam s pocetka: (Umag,0.0), ostalo Je: []

Testiram: goal (Umag)=false

Dodajem u visited stanje Umag, visited je sada [Umag]
Prosirujem succ (Umag) = [<Buje,13.0>]

open: dodajem (Buje,13.0) sortirano, rezultat je [(Buje,13.0)]

- iteracija 2 -

open = [(Buje,13.0)]
visited = [Umag]
open: skidam s pocetka: (Buje,13.0), ostalo je: []

Testiram: goal (Buje)=false
Dodajem u visited stanje Buje, visited je sada [Umag, Buje]
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ProSirujem succ (Buje) = [<Umag,13.0>, <GrozZnjan,8.0>]
Preskacem generiranje ¢vora jer je Umag ve¢ u kolekciji visited.
open: dodajem (Groznjan,21.0) sortirano, rezultat je [(GrozZnjan,21.0)]

- iteracija 3 -
open = [(Groznjan,21.0)]
visited = [Umag, Buijel]
open: skidam s pocetka: (GrozZnjan,21.0), ostalo je: []
Testiram: goal (Groznjan)=false
Dodajem u visited stanje Groznjan, visited je sada [Umag, Buje, GrozZnjan]
Prosirujem succ (Groznjan) = [<Buje,8.0>, <Visnjan,19.0>, <Motovun,15.0>]
Preskacem generiranje ¢vora jer je Buje ved u kolekciji visited.
open: dodajem (Visnjan,40.0) sortirano, rezultat je [(Visnjan,40.0)]
open: dodajem (Motowvun,36.0) sortirano, rezultat Jje
[ (Motovun, 36.0), (Vidnjan,40.0)]

- iteracija 4 -

open = [ (Motovun,36.0), (Visnjan,40.0)]
visited = [Umag, Buje, Groznjan]
open: skidam s pocetka: (Motovun,36.0), ostalo Jje: [(VisSnjan,40.0)]

Testiram: goal (Motovun)=false
Dodajem u visited stanje Motovun, visited je sada [Umag, Buje, Groznjan, Motovun]
Prosirujem succ (Motovun) = [<GroZnjan,15.0>, <Buzet,18.0>, <Pazin,20.0>]
Preskacem generiranje Cvora jer je Groznjan veé u kolekciji visited.
open: dodajem (Buzet,54.0) sortirano, rezultat je

[(Visnjan,40.0), (Buzet,54.0)]
open: dodajem (Pazin,56.0) sortirano, rezultat je

[(Visnjan, 40.0), (Buzet,54.0), (Pazin,56.0)]

- iteracija 5 -

open = [(Visnjan,40.0), (Buzet,54.0), (Pazin,56.0)]
visited = [Umag, Buje, Groznjan, Motovun]
open: skidam s pocetka: (Visnjan,40.0), ostalo je: [(Buzet,54.0), (Pazin,56.0)]

Testiram: goal (Visnjan)=false
Dodajem u visited stanje VisSnjan, visited je sada
[Umag, Buje, Groznjan, Motovun, Visnjan]
ProSirujem succ(Visnjan) = [<GroZnjan,19.0>, <Baderna,13.0>]
Preskacem generiranje ¢vora jer je GrozZnjan veé u kolekciji visited.
open: dodajem (Baderna,53.0) sortirano, rezultat je
[ (Baderna, 53.0), (Pazin,56.0), (Buzet,54.0)]

- iteracija 6 -

open = [ (Baderna,53.0), (Pazin,56.0), (Buzet,54.0)]
visited = [Umag, Buje, Groznjan, Motovun, Visnjan]
open: skidam s pocetka: (Baderna,53.0), ostalo je: [(Buzet,54.0), (Pazin,56.0)]

Testiram: goal (Baderna)=false
Dodajem u visited stanje Baderna, visited je sada
[Umag, Buje, Groznjan, Motovun, Visnjan, Baderna]
Prosirujem succ (Baderna) =
[<Pore¢,14.0>, <Visnjan,13.0>, <Pazin,19.0>, <Kanfanar,19.0>]
open: dodajem (Pore¢,67.0) sortirano, rezultat Jje
[ (Buzet,54.0), (Pazin,56.0), (Porec,67.0)]
Preskacem generiranje ¢vora jer je Visnjan veé u kolekciji visited.
Preskac¢em generiranje C¢vora jer put ( Pazin,72.0) nije jeftiniji od puta
dostupnog u open cijene 56.0.
open: dodajem (Kanfanar,72.0) sortirano, rezultat je
[ (Buzet,54.0), (Pazin,56.0), (Porec,67.0), (Kanfanar,72.0)]

- iteracija 7 -
open = [ (Buzet,54.0), (Pazin,56.0), (Porec¢,67.0), (Kanfanar,72.0)]
visited = [Umag, Buje, GroZnjan, Motovun, Visnjan, Baderna]
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open: skidam s pocetka: (Buzet,54.0), ostalo Jje:
[ (Pazin, 56.0), (Kanfanar,72.0), (Porec,67.0)]
Testiram: goal (Buzet)=true
Pronasao sam rjeSenje. Vracam:
(Umag, 0.0)->(Buje, 13.0)->(Groznjan,21.0)->(Motovun, 36.0) -> (Buzet, 54.0)

Primijetite da se u iteraciji 2 po prvi puta dogada odbijanje umetanja ¢vora: otkriveno je da
se Umag nalazi u kolekciji visited, pa se odbija dodati Evor koji bi predstavljao put Umag-Buje-
Umag. Sli¢ne situacije dogadaju se i u iteracijama 3, 4, 51 6. No u iteraciji 6 dogada se jo$ nesto
interesantno: u kolekciji open nalazi se ¢vor (Pazin,56) koji predstavlja put Umag-Buje-GroZnjan-
Motovun-Pazin. Sirenjem Baderne, otkrili smo alternativni put (Pazin,72) koji predstavlja put
Umag-Buje-GroZnjan-Visnjan-Baderna-Pazin ¢ija je duljina 72. Postupak stoga odbija u kolekciju
open dodati ¢vor za ovaj novi skuplji put (jer to naprosto nema smisla, s obzirom da trazimo
najkracée puteve).

Vizualni prikaz dijelova stabla pretrazivanja koje je algoritam otkrio dan je na slici 2.10.
Zasivljeni su ¢vorovi koje je algoritam odbacio i njih niti njihova podstabla nece istraZivati.

Cmag @

13

Buje (13)

Slika 2.10: Dijelomicno stablo pretraZivanja kod postupka pretraZivanja s jednolikom cijenom za
problem putovanja kroz Istru: Umag-Buzet.

Algoritam pretraZivanja s jednolikom cijenom (bez kolekcije visited) ima prostornu i vremensku
sloZenost O(b”LC*/ £l), gdje je C* cijena optimalnog puta, a € minimalni korak s kojim cijena raste.
Omjer C* /¢ tada je procjena koliko maksimalnu dubinu u stablu moZe imati ¢vor koji predstavlja
optimalan put, odnosno rjesenje.

Rekapitulacija

U ovom poglavlju upoznali smo se s osnovnim algoritmima slijepog pretraZivanja: pretraZivanjem u
Sirinu, pretraZivanjem u dubinu te iterativnim pretraZivanjem u dubinu. Naucili smo $to znaci da je
algoritam optimalan, a §to znaci da je potpun. Razmotrili smo vremensku i prostornu sloZenost tih
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algoritama. Upoznali smo se i s algoritmom koji koristimo kada ne trazimo rjesenje na minimalnoj
dubini (tj. s minimalnim brojem poteza) ve¢ rjeSenje s minimalnom cjenom, u situacijama kada je
problem zadan tezinskim grafom stanja: tada problem moZemo rjesavati algoritmom pretraZivanja
s jednolikom cijenom. Uz navedene algoritme postoje i drugi, koji se koriste u nekim specificnim
situacijama (poput dvosmjernog pretraZivanja).

Mozda je na ovom mjestu zgodno istaknuti da kada analiziramo prostornu sloZenost algoritama,
trebamo uzeti u obzir sve ¢vorove koje algoritam u nekom trenutku pamti u memoriji. Na prvu
ruku moZe djelovati iznenadujuce, ali algoritam koji ne koristi kolekciju posjecenih ¢vorova ne
pamti samo ¢vorove u kolekciji otvorenih ¢vorova. Naime, prisjetite se kako smo definirali ¢vor:
jedna od njegovih komponenata jest i referenca na roditeljski ¢vor. Stoga se u memoriji racunala
nalaziti svi ¢vorovi koji jesu u fronti pretraZivanja, kao i svi njihovi roditelji, pa roditelj tih roditelja
i tako redom.

PokuSajte za vjeZbu napraviti programske modele stanja, funkcije sljedbenika te ispitnog
predikata za probleme Hanojskih tornjeva, problem vréeva s vodom te problem farmera. Potom
pokusajte pronadi njihovo rjeSenje pretraZivanjem u Sirinu te pretraZivanjem u dubinu. Hocete li
oba algoritma pretrazivanja uspjeti pronaéi rjeSenja?

Prilikom modeliranja stanja obratite paznju da algoritmi koje smo ovdje dali ocekuju da se
stanja mogu ubacivati u kolekcije (primjerice, skupove). Sjetite se koje sve metode u tom slucaju
razred koji Ce predstavljati stanje treba definirati / nadjacati.



Algoritmi informiranog pretrazivanja (engl. informed search algorithms), osim osnovne definicije
problema pretraZivanja ¢iji je graf stanja teZinski graf pa traZimo put kroz stanja minimalne cijene,
od korisnika dobivaju dodatnu informaciju: korisnikovu procjenu koliko je ciljno stanje daleko od
stanja u kojem se nalazimo. Prisjetimo se problema pronalaska puta u Istri: ako korisnik raspolaze
geografskim koordinatama svih gradova, tada bi korisnik mogao s lako¢om odgovarati na pitanje da
procijeni koliko je neki grad G daleko od ciljnog grada C: mogao bi naprosto izracunati euklidsku
udaljenost na temelju koordinata tih gradova. Primijetimo da je malo vjerojatno da e ta procjena
odgovarati stvarnom stanju. Da bi se procijenjena udaljenost poklopila sa stvarnom, izmedu ta dva
doista bi morala postojati cesta, i ona bi morala biti savr§eno ravna (dakle "linija" koja izravno
povezuje ta dva grada). U stvarnosti, cesta Ce vijugati, obilaziti brda i manja naselja i slicno, ¢ime
ée stvarna udaljenost biti veéa. A dakako, moZzda ta dva grada uopce nisu izravno povezana, veé ée
putovanje izmedu njih ukljucivati prolazak kroz druge gradove, Cime Ce stvarna udaljenost biti jos i
veca.

Definicija 3.1 — Heuristicka funkcija.

Funkciju koja kao argument prima stanje te vraa procjenu minimalne cijene puta od tog stanja

do ciljnog stanja zvat ¢emo heuristickom funkcijom. Formalno, za prostor pretraZivanja S,

heuristicku funkciju 4 ¢emo definirati kao:

h:S—R"
gdje smo s R oznacili skup realnih brojeva.

Imamo 1i na raspolaganju ovu dodatnu informaciju, tada odabir ¢vora koji éemo sljedeéi
istraziti i generirati njegovu djecu (drugim rije¢ima, koji ¢emo izvudi iz kolekcije open) moZemo
napraviti pametnije, pa time potencijalno smanjiti i prostornu i vremensku sloZenost postupka
pretrazivanja. Kao motivaciju navedimo jednostavan primjer: ako traZimo put od Baderne do
Zminja (pogledajte ponovno mapu) - ustanovit éemo iz Baderne moZemo Kanfanar i u Pazin
po istoj cijeni - oba grada su na udaljenosti 19 (zanemarimo na tren ostale gradove) pa bismo
u kolekciju open dodali dva ¢vora (Kanfanar,19) i (Pazin,19). Gledajuéi samo trenutnu cijenu
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puta nemamo nikakvu dodatnu motivaciju koja bi nam rekla koji od ta dva ¢vora dalje istraZiti.
Medutim, ako imamo na raspolaganju funkciju koju moZemo pitati da nam procijeni koliko bi
nas kostao put od Kanfanara do Zminja (pa neka ta funkcija vrati primjerice 5) te od Pazina do
Zminja (pa neka ta funkcija vrati primjerice 10), za oba puta mogli bismo najprije izratunati
ukupnu procijenjenu cijenu puta na nacin da dotadasnjoj stvarnoj cijeni prijedenog puta dodamo
procjenu koliko ¢e nas dalje kostati put do ciljnog stanja, pa odabir koji ¢emo sljedeci ¢vor
istraziti napravimo prema toj procjeni. U tom slucaju procjena ukupnog troska od Baderne preko
Kanfanara do Zminja bila bi 19+5=24, a procjena ukupnog troSka od Baderne preko Pazina
do Zminja bila bi 19+10=29. Ako ovu procjenu takoder pamtimo u &vorovima kao dodatnu
komponentu, tada bismo napravili dva ¢vora: (Kanfanar,19,24) i (Pazin,19,29) i njih ubacili u
kolekciju open. Cvorove bi iz kolekcije open izvlacili prema ovoj novoj komponenti, §to znaci
da bi sljedec¢i na redu bio (Kanfanar,19,24) - $to vidimo da je ispravna odluka; naime, tada bismo
prilikom pretraZivanja generirali ¢vorove (Zminj,19+6=25,25+0=25) uz pretpostavku da heuristicki
procijenimo da je Zminj od Zminja udaljen 0, i (Rovinj,19+18=37,37+20=57) uz pretpostavku da
heuristi¢ki procijenimo da je udaljenost od Rovinja do Zminja 20, §to bi u kona&nici dovelo do
izvlagenja ¢vora (Zminj,25,25) i to bi doista bio optimalan put.

Da bi algoritmi pretraZivanja prostora stanja koje ¢emo obraditi u nastavku radili korektno
(drugim rije¢ima, da bi nam ponudili primjerice svojstvo optimalnosti), na heuristicku funkciju
postavit éemo ograniCenja. Primijetite: heuristicka funkcija nas u principu laze. Pri tome nas
moZe lagati na dva naCina: mozZe nas dobro lagati, ili nas moze lose lagati. Ako nas laZe dobro,
pomo¢i ¢e nam da brZe pronademo optimalno rjeSenje. Ako nas laZe loSe, sprjeCavat ¢e nas da
gradimo optimalan put. Postavlja se pitanje kako razlikovati ta dva slucaja? Odgovor je relativno
jednostavan: da bismo algoritam pretraZivanja sprijeCavali da gradi i istraZuje optimalan put,
procjene udaljenosti do ciljnog stanja moramo preuveliCavati; primjerice, da je u prethodnom
primjeru heuristi¢ka funkcija procijenila da je udaljenost od Kanfanara od Zminja 50 a ne 5, u
kolekciju open dodali bismo ¢vor (Kanfanar,19,69); ako nam za procjenu cijene puta od Pazina
do Zminja vrati 20, u kolekciju open dodali bismo &vor (Pazin,19,39). Primijetimo da bismo sada
najprije iz kolekcije open izvukli (Pazin,19,39), progirili njegovu djecu i generirali put do Zminja
preko Pazina. Ovisno o daljnjem ponasanju heuristicke funkcije, sada je moguce da algoritam kao
optimalan put konstruira i vrati upravo put preko Pazina, koji doista vodi do Zminja, ali nije put
stvarno minimalne duljine. Osnovni razlog zasto nam se ovo moze dogoditi jest precjenjivanje
cijene puta, pa nam se neka stanja ¢ine dalja no $to stvarno jesu pa ih algoritam ne Zeli istraZivati.

Da bismo sprijecili pojavu opisanog problema, heuristicka funkcija nikada ne smije precjenjivati
cijenu puta. Drugim rije¢ima, ako je stvarna cijena puta od stanja s do ciljnog stanja jednaka c, tada
vrijednost heuristi¢ke funkcije mora biti A(s) < c.

I Definicija 3.2 — Optimisticna heuristicka funkcija.
Za heuristicku funkciju kazemo da je optimisti¢na ako nikada ne precjenjuje.

Primijetimo bitno svojstvo optimisti¢ne heuristic¢ke funkcije: ako je s, ciljno stanja, tada je
nuzno A(s.) = 0.

Ako ¢emo za neki problem imati na raspolaganju optimisti¢nu heuristicku funkciju, moéi ¢emo
napisati algoritam pretraZivanja prostora stanja koji je optimalan.

m Primjer 3.1 Neka je hy(s) =0 Vs € S, tj. funkcija koja svakom stanju kao procjenu do ciljnog
stanja pridruZi vrijednost 0. Ova funkcije jest optimisti¢na heuristicka funkcija. I ta funkcija
nam je totalno beskorisna jer nas nikako ne vodi. Medutim, ova funkcija jest donja ograda svih
optimisti¢nih heuristickih funkcija. "

Prilikom konstrukcije heuristickih funkcija za razli¢ite probleme vidjet ¢emo da nam je u
interesu da je za svako stanje s vrijednost A(s) §to je moguce veca (ali gornja ograda je stvarna
cijena puta od s do ciljnog stanja). Drugim rije¢ima, htjeli bismo da je heuristicka funkcija $to je
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moguce bila stvarnim cijenama do ciljnog stanja, pri ¢emu ih nikako ne smije prekoraciti (jer tada
viSe nece biti optimisti¢na). Ako se pitate zaSto takve funkcije zovemo optimisti¢nima, odgovor je
jednostavan: one podcjenjuju teZinu; kad ih pitate da daju procjenu, one su optimisti pa kazu da je
nesto lakSe no $to stvano jest.

Kod heuristickih funkcija moZemo definirati joS jedno svojstvo: konzistentnost, pa ako ga
heuristicka funkcija ima, nasi algoritmi pretraZivanja imat ¢e dodatna zgodna svojstva. Pa o cemu
se radi? Neformalno, moZemo reci sljedeCe. Ako je ¢vor n; nastao proSirivanjem ¢vora n; (drugim
rijeCima, stanje u n; je sljedbenih od stanja u n;), tada heuristicka procjena cijene za stanje n; nije
veca od stvarne cijene prijelaza stanja zapisanog u n; u stanje zapisano u n; uvecane za heuristicku
procjenu cijene za stanje zapisano u ;. Pogledajte sliku 3.

h(s;) I

Slika 3.1: Primjer jedne staze u stablu pretraZivanja.

Oznaka imena Cvorova pocCinje s n, oznake pohranjenih stanja pocinju s s. Oznakom s odnosno
ny oznacili smo ciljno stanje odnosno ¢vor koji ga sadrzi. Uz ovu sli¢icu, formalno, konzistentnu
heuristiku definirat éemo kao onu koja zadovoljava:

h(si) < h(s;)+c(si,s))
uz dodatan zahtjev da mora vrijediti:
h(s) =0Vs € S : goal(s)=true.

pri ¢emu je c(s4,Sp) stvarna cijena puta iz stanja s, u stanje sp.
Prethodnu nejednakost moZemo zapisati i ovako:

h(si) —h(s;) < c(si,s;)

pa s lijeve strane imamo zapravo informaciju za koliko je heuristika u prethodnom stanju puta,
h(s;), ve¢a od heuristike za sljedece stanje puta, h(s;), i ta razlika ne smije biti veca od stvarne
cijene puta izmedu tih dvaju susjednih stanja. Koja je posljedice? Idemo ru¢no konstruirati jednu
konzistentnu heuristiku. Neka je graf stanja takav da je Citavo stablo pretraZivanja prikazano na
slici 3.2. Stanje s¢ je pocetno stanje, a stanje s4 je ciljno stanje. Ispod svakog stanja prikazana je
stvarna cijena dotadasnjeg puta.

No N n, ns Ny
L N
@ 5 U 10 Y 20 710 Q
(0) (5) (15) (35) (45)

Slika 3.2: Primjer stabla pretraZivanja.

Da bismo odabrali vrijednosti za h(sg) do h(ss), ali na nain da je heuristika konzistentna,
krenut cemo od kraja. Za h(s4) mora vrijediti:

h(s4) =0
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pa tu nemamo $to birati. Za njegovog prethodnika sada mora vrijediti:
h(s3) < h(s4)+c(s3,54) =0+10=10

pa moZemo odabrati bilo koju vrijednost od 0 do 10; odaberimo da je h(s3) = 5. Za njegovog
prethodnika sada mora vrijediti:

h(SZ) < h(S3) +C(S2,S3) =5420=25

pa moZemo odabrati bilo koju vrijednost od 0 do 25; odaberimo da je h(sy) = 1. Za njegovog
prethodnika sada mora vrijediti:

h(s1) <h(s2)+c(s1,s2)=14+10=11

pa moZemo odabrati bilo koju vrijednost od 0 do 11; odaberimo da je h(s;) = 3. Za njegovog
prethodnika sada mora vrijediti:

h(so) < h(s1)+c(so,51) =3+5=38

pa mozemo odabrati bilo koju vrijednost od 0 do 8; odaberimo da je h(so) = 4.

Heuristika koju smo konstruirali na ovaj nacin je konzistentna. Ako je heuristika konzistentna,
tada Ce procijenjena ukupna cijena puta, kako se kreZemo po stazi, od pocetnog ¢vora do ¢vora s
ciljnim stanje monotono povecavati. Uvjerimo da za poCetak da to vrijedi na primjeru koji smo
napravili.

Uz heuristiku koju smo upravo izgradili (h(so) =4, h(s1) =3, h(s2) = 1, h(s3) =5, h(s4) = 0),
imat ¢emo redom ¢vorove:
n0=(s0,0,4)
n1=(s1,5,5+3=8)

e ny=(s2,15,15+1=16)

o n3=(s3,35,35+5=40)

° n4=(S4,45,45+0=45)
iz Cega vidimo da su procjene stvarne cijene puta, kako se kreCemo od pocetnog stanja prema
konaénom stanju redom 4, 8, 16, 40 i 45, odnosno monotono rastu. Ovo formalno moZemo pokazati
na sljedeéi nacin. Neka je na slici prikazan optimalan put. Tada vrijedi:

R total = Nicost h(si)

Njtotal = Njcost T h(sj) = Rjcost + C(Sl', Sj) + h(sj)-
Drugi redak vrijedi jer je stvarni troSak puta u n; jednak stvarnom tro¢ku puta u n; uve¢anom za
cijenu prijelaza iz s; u s;. Ali sada, ako je heuristika konzistentna, tada je A(s;), $to je pribrojnik
za koji u prvom retku uvecavamo n; . manji ili jednak c(s;,s;) + h(s;) to je pribrojnik za koji
u drugom retku uvecavamo n; co5. Stoga je oCito n; torq1 < 1j tora1> pa kako idemo prema ciljnom
stanju, procjena troSka monotono raste (i u ciljno stanju se podudari sa stvarnim troskom puta koji
je njezina gornja ograda).

Lagano je pokazati da ako je heuristicka funkcija konzistentna, tada je nuZno optimisti¢na.

Jedan nacin je pogledati sliku 3.2 i krenuti od kraja. Prema zahtjevu konzistentnosti, /(s4) mora
biti 0, pa za to stanje funkcija ne precjenjuje. Za prethodnika mora vrijediti:

h(s3) < h(ss)+c(s3,54) =0+ c(s3,54) = c(s3,54)

iz Cega je opet jasno da, koju god vrijednost da funkcija da, ona ne smije biti veéa od ¢(s3,54), a to
je ujedno i stvarna cijena puta od s3 do s4; stoga niti za to stanje funkcija ne precjenjuje. Jos korak
natrag:

h(sy) < h(s3)+c(s2,53)
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a kako je h(s3) < h(sa)+c(s3,54), tada vidimo da je:
h(s2) < h(sa)+c(s3,54) +c(s2,53) = 0+c(s3,54) +(52,583) = c(53,54) + ¢ (s2,53)

pa je opet heuristicka vrijednost manja ili jednaka stvarnoj cijeni puta.

Obrat medutim ne vrijedi. Ako je heuristika optimisti¢na, ona ne mora nuZno biti i konzistentna.
Ovo ¢emo ilustrirati opet na primjeru prikazanom na slici 3.2. Neka je heuristika definirana ovako:
h(so) =45, h(s1) =1, h(s2) =30, h(s3) =101 h(s4) = 0. Ova heuristika jest optimisticna. Dapace,
za svako stanje osim s, heuristika vraéa upravo stvarnu cijenu puta do ciljnog stanja. Za stanje s
heuristika vraéa h(s;) = 1. Sada je trivijalno vidljivo da ona nije konzistentna, jer za stanja so i s
mora vrijediti:

h(so) < h(sy)+c(s0,81)
Sto uvrStavanjem moZemo provjeriti da ne vrijedi:
45 L 1+5=6.

Kako sada imamo nekonzistentnu heuristiku, racunamo li procjene ukupnog troSka puta, imat cemo:
n0=(s0,0,45)

n1=(s1,5,5+1=6)

na=(s2,15,15+30=45)

n3=(s3,35,35+10=45)

I’l4=(S4,45,45+0=45)

pa vidimo da procjena stvarnog troska kako idemo sve bliZe ciljnom stanju viSe nije monotona, veé
malo raste, malo pada.

Definicija 3.3 — Konzistentnost i optimisticnost heuristicke funkcije.
Ako je heuristicka funkcija konzistentna, ona je nuzno i optimisti¢na. Obrat ne vrijedi: ako je
heuristicka funkcija optimisticna, ona moZe ili ne mora biti konzistentna.

Kako za neki problem odrediti prikladnu heuristi¢ku funkciju? Pogledajmo to na primjerima.

m Primjer 3.2 — Problem Hanojskih tornjeva. Na slici u nastavku prikazana su Cetiri stanja za
problem Hanojskih tornjeva. Nazovimo stanja a, b, cid.

(a) (b) (c) (d)

Oznacimo s & (s) heuristiku koja nam za predano stanje koliko je diskova na pogresnom $tapu.
Prisjetimo se, u ciljnom stanju, prva dva $tapa su prazna dok je tre¢i pun. Tada je hi(a) = 3;
hy(b) =3, hi(c) =2, hi(d) = 0. Ovako definirana heuristika o€ito je optimisti¢na; naime, definirali
smo je uz pretpostavku da ako je neki disk na pogresnom Stapu, da ¢emo ga moci u jednom
potezu prebaciti na pravi Stap. To oCito generalno ne vrijedi, tako da je stvarni troSak ili jednak
procijenjenom ili veci.

Razmotrimo sada drugu heuristiku: %, (s). Definirajmo je ovako: za svaki disk koji nije na
desnom S$tapu uracunat éemo +1. Za svaki disk koji je na desnom Stapu ali za koji postoji veci disk
na lijevom ili srednjem Stapu, uracunat ¢emo +2. Naime, u ovom posljednjem slucaju, taj veéi disk
ne mozemo izravno prebaciti na treéi Stap ve¢ moramo napraviti barem dva poteza: manji disk
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s treeg Stapa maknuti (jedan potez) pa veci disk prebaciti na treéi Stap (drugi potez). Uz ovako
definiranu heuristiku, za prikazana stanja bismo imali iy (a) =14+ 1+1=3,h(b)=1+1+1=3,
ha(c)=14+142=4ihy(d)=0. .

Primijetimo da za heuristike /; i &, iz prethodnog primjera vrijedi da je hy(s) > hy(s) i to za
svako stanje. Obje su optimisticne, Sto znaci da ne precjenjuju cijenu, no heuristika 4, daje uvijek
ili jednaku ili veéu vrijednost od heuristike /;. Stoga za heuristiku /; kaZzemo da je informiranija
od heuristike /. Algoritam pretraZivanja koji ima pristup informiranijoj heuristici moci ée pronaci
optimalan put u manje otvorenih ¢vorova.

Pogledajmo jos jedan primjer izgradnje heuristike.

» Primjer 3.3 — Problem slagalice. Na slici u nastavku prikazana su Cetiri stanja za problem
slagalice. Nazovimo stanjaa, b, cid.

(a) (b) (c) (d)

Neka je i (s) broj plo¢ica koje su na pogreSnom mjestu. Tada je h;(a) =8, hi(b) =8, hi(c) =4,
hy(d) =0.

Neka je i (s) Manhattan-udaljenost svake ploCice od njezinog ciljnog poloZaja. Primjerice, za
stanje a, pogledajmo plocicu 4: ona je u gornje redu desno. Trebamo je pomaknuti dva puta lijevo i
jednom dolje, Sto su tri poteza, i upravo odgovara Manhattan-udaljenosti. Ovo trebamo ponoviti za
svaku plocicu, pa kona¢nu sumu uzeti kao vrijednost heuristicke funkcije. Primijetite da je stvarni
trosak tipi¢no veéi: ploCicu 4 ne moZemo doslovno dva puta pomaknuti u lijevo jer bi time plocica
4 najprije sjela na plocicu 1 $to nije dopusteno. Ali bitno nam je dobiti funkciju koja daje Sto veci
broj (dakle da je $to bliza stvarnoj cijeni), a da je ne prekoraci. Tada je hy(a) = 14, hy(b) = 16,
hz(c) 28, ]’lz(d) =0. [ ]

I u slucaju ovih heuristika, opet vidimo da je 4, informiranija od /; te da su obje optimisticne.

Definicija 3.4 — Operacije nad optimisticnim heuristikama.
Ako su hy(s) i hy(s) optimisti¢ne heuristike, tada su to i:
o h3(s) = max (hy(s),ha(s)),
* fals) = min i (5). ()
(s) =

o hs(s hi(s +h2(€)

Pri programskoj implementaciji za informirane algoritme koristit ¢emo ¢vor koji je prikazan
programskim kodom u nastavku.
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Pseudokod 3.1 — Cvor stabla pretrazivanja.

public class HeuristicNode<S> extends CostNode<S> {

private double totalEstimatedCost;

public HeuristicNode (S state, HeuristicNode<S> parent, double cost

, double totalEstimatedCost) {
super (state, parent, cost);
this.totalEstimatedCost = totalEstimatedCost;

public double getTotalEstimatedCost () {

return totalEstimatedCost;

@Override
public HeuristicNode<S> getParent () {

return (HeuristicNode<S>) super.getParent ();

@Override
public String toString()

{
return String.format (" (%s,%.1f,%.1f)", state, cost,
totalEstimatedCost) ;

public static final Comparator<HeuristicNode<?>> COMPARE_BY COST =

(nl,n2) —> Double.compare (nl.getCost (), n2.getCost());

public static final Comparator<HeuristicNode<?>> COMPARE_BY_TOTAL

(nl,n2) —> Double.compare (nl.getTotalEstimatedCost (), n2.
getTotalEstimatedCost ());

public static final Comparator<HeuristicNode<?>>

COMPARE_BY_HEURISTICS =
(nl,n2) —> Double.compare (nl.getTotalEstimatedCost ()-nl.
getCost (), n2.getTotalEstimatedCost () -n2.getCost ());

Primijetimo da sada svaki ¢vor pamti:

stanje u kojem smo,

referencu na roditeljski ¢vor,

cijenu puta od pocetnog stanja do pohranjenog stanja,

procjenu ukupnog troska puta na temelju stvarne cijene do sada predenog puta od pocetnog
stanja do pohranjenog stanja i heuristicke procjene cijene puta od pohranjenog stanja do
ciljnog stanja.
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Pretrazivanje "najbolji prvi"

PretraZivanje "najbolji prvi" je pretraZivanje koje sljedeci ¢vor koji e istraZiti bira isklju¢ivo na
temelju procjene koliko je stanje zapisano u tom ¢voru daleko od ciljnog stanja (drugim rijecima,
gleda samo heuristicku procjenu), dok uopce u obzir ne uzima trenutnu cijenu do tada predenog puta.
Programska implementacija prikazana je u nastavku. Metoda je dobila novi argument: heuristicku
funkciju koja prima stanje i preslikava ga u decimalnu vrijednost.

Pseudokod 3.2 — Pretrazivanje "najbolji prvi".
public class SearchAlgorithms {

public static <S> Optional<HeuristicNode<S>> greedyBestFirstSearch
(S s0, Function<S, Set<StateCostPair<S>>> succ, Predicate<S>
goal, ToDoubleFunction<S> heuristic) {
Queue<HeuristicNode<S>> open = new PriorityQueue<> (HeuristicNode
.COMPARE_BY_HEURISTICS) ;
open.add (new HeuristicNode<>(s0, null, 0.0, heuristic.
applyAsDouble (s0)));

while (!open.isEmpty ()) {
HeuristicNode<S> n = open.remove () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
for (StateCostPair<S> child : succ.apply(n.getState())) {

double cost = n.getCost ()+child.getCost ();
double total = cost + heuristic.applyAsDouble (child.getState

(0));
open.add (new HeuristicNode<>(child.getState(), n, cost,

total));

}
return Optional.empty();

Kolekcija open je prioritetni red koji ¢vorove sortira po vrijednosti heuristi¢ke procjene udalje-
nosti do ciljnog stanja.

Ovaj algoritam nije optimalan. Ako se ne prosiri kolekcijom posjecenih stanja, tada nije niti
potpun jer moZe zaglaviti u postupku pretraZivanja. Ako ugradimo kolekciju posjecenih stanja, tada
postaje potpun (ali i dalje nema svojstvo optimalnosti). Ako je maksimalna dubina pretraZivanja
m, u najgorem slucaju vremenska i prostorna slozenost algoritma su ™, no uz dobru heuristiku u
praksi moZemo dobiti bolje rezultate.

Ako bismo u prethodnoj metodi promijenili samo jedan redak: onaj u kojem inicijaliziramo
kolekciju open iz

Queue<HeuristicNode<S>> open =
new PriorityQueue<> (HeuristicNode.COMPARE_BY_ HEURISTICS)

u sljedeéi poziv:

Queue<HeuristicNode<S>> open =
new PriorityQueue<> (HeuristicNode.COMPARE_BY_COST)

dobili bismo algoritam pretraZivanja s jednolikom cijenom. Ako isti redak zamijenimo s:

Queue<HeuristicNode<S>> open =
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new PriorityQueue<> (HeuristicNode.COMPARE_BY_TOTAL)

dobivamo poznati algoritam A",

( Isprobajte )
Rad algoritma Najbolji prvi moZete isprobati na problemu labirinta i samostalno. U naredbe-
nom retku zadajte naredbu:
java —-cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUIS2
——-showCutOff=off —--map=mapaE.txt —--visited=off
—-—order=heuristic

Problem koji rjeSavamo jest pronaci put od treceg retka i prvog stupca (Sto je pocetno

stanje) do treeg retka i devetog stupca. Pretragu usmjerava iskljucivo heuristika (koristi

se Manhattan-udaljenost) i rjeSavamo ga bez kolekcije posjecenih stanja. U ovom primjeru

pronaci ¢emo optimalno rjeSenje duljine 8.

U naredbenom retku sada zadajte naredbu:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUIS2
——showCutOff=o0ff --map=mapaD.txt —--visited=off
—-—order=heuristic

Problem koji rjeSavamo jest pronadi put od prvog retka i prvog stupca (Sto je pocetno stanje) do

prvog retka i Cetvrtog stupca, ali imamo neSto zidova izmedu. Pretragu usmjerava iskljucivo

heuristika i rjeSavamo ga bez kolekcije posjecenih stanja. Hoce li algoritam pronaci optimalno

rjeSenje? Hoce li uopée pronaci rjesenje?

U naredbenom retku sada zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools. jar demo.book.labirint.GUIS2
—-—showCutOff=off —--map=mapaD.txt —--visited=on
——order=heuristic

RjeSavamo isti problem ali uz kolekciju posjeéenih stanja. Hoce li algoritam pronaci rjeSenje?

Ako zelite koristiti pretraZivanje s jednolikom cijenom, zadajte ——order=cost umjesto

—-—order=heuristic. Takoder, i sami moZete generirati svoje mape. Pokrenite program

kuz ——help za viSe informacija.

J
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3.2 Algoritam A’

Algoritam A” je algoritam pretraZivanja koji sljedeéi &vor za istraZivanje bira na temelju procjene
cijene ukupnog puta koja se racuna kao zbroj cijene dotad konstruiranog puta i heuristicke procjene
cijene od trenutnog stanja do ciljnog stanja. Programska implementacija prikazana je u nastavku.

Pseudokod 3.3 — Pretrazivanje A’: bez kolekcije posjeéenih stanja.
public class SearchAlgorithms ({
public static <S> Optional<HeuristicNode<S>> aStarSearch (S sO,
Function<S, Set<StateCostPair<S>>> succ, Predicate<S> goal,
ToDoubleFunction<S> heuristic) {
Queue<HeuristicNode<S>> open = new PriorityQueue<> (HeuristicNode
.COMPARE_BY_ TOTAL) ;
open.add (new HeuristicNode<>(s0, null, 0.0, heuristic.
applyAsDouble (s0)));

while (!open.isEmpty ()) {
HeuristicNode<S> n = open.remove () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);
for (StateCostPair<S> child : succ.apply(n.getState())) {

double cost = n.getCost ()+child.getCost ();
double total = cost + heuristic.applyAsDouble (child.getState

(0));
open.add (new HeuristicNode<>(child.getState(), n, cost,
total));

}
return Optional.empty();

Uz pretpostavku da je koriStena heuristika optimistic¢na, prikazani algoritam ¢e za aciklicke
grafove stanja biti potpun i optimalan. Ako graf stanja ima cikluse, tada ¢emo Kkoristiti inaCicu
algoritma koja koristi kolekciju posjecenih stanja. Ta je inacica prikazana u nastavku, i ona je
potpuna i optimalna ako je koriStena heuristika konzistentna (Sto je, primjetite, malo ja¢i zahtjev u
odnosu na optimisti¢nost).

Pseudokod 3.4 — Pretrazivanje A’: s kolekcijom posjeéenih stanja.

public class SearchAlgorithms {
public static <S> Optional<HeuristicNode<S>>
aStarSearchWithVisited (S s0, Function<S, Set<StateCostPair<S>>>
succ, Predicate<S> goal, ToDoubleFunction<S> heuristic) {
Queue<HeuristicNode<S>> open = new PriorityQueue<> (HeuristicNode
.COMPARE_BY_TOTAL) ;
open.add (new HeuristicNode<>(s0, null, 0.0, heuristic.
applyAsDouble (s0)));
Set<S> visited = new HashSet<>();

while (!open.isEmpty ()) {
HeuristicNode<S> n = open.remove () ;
if (goal.test (n.getState())) return Optional.of (n);

visited.add(n.getState());
for (StateCostPair<S> child : succ.apply(n.getState())) {
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if (visited.contains (child.getState())) continue;

double cost = n.getCost ()+child.getCost () ;

double total = cost + heuristic.applyAsDouble (child.getState
)

boolean openHasCheaper = false;
Iterator<HeuristicNode<S>> it = open.iterator();
while (it .hasNext ()) {
HeuristicNode<S> m = it.next ();
if(!m.getState() .equals (child.getState())) continue;

if (m.getTotalEstimatedCost () <= total) {
openHasCheaper = true;

} else {
it.remove () ;

}

break;
}
if (!openHasCheaper) {
HeuristicNode<S> childNode = new HeuristicNode<> (child.
getState (), n, cost, total);
open.add (childNode) ;

}
return Optional.empty () ;

U ovom slucaju, iako je tijelo metode nesto kompleksnije, napravljene su sljedeée izmjene koje
smo ve¢ i ranije spomenuli kod algoritma pretraZivanja s jednolikom cijenom:
e prazna kolekcija posjeéenih stanja stvorena je na pocetku
e nakon vadenja nekog ¢vora i provjere je li ciljni, zapisano stanje se dodaje u koelekciju
posjecenih stanja
e ako kolekcija visited ne sadrzi stanje djeteta, i kolekcija open (drugim rije¢ima fronta) ne
sadrzi ¢vor koji ima stanje djeteta, novi ¢vor se dodaje u kolekciju open
e kolekcija open veé ima ¢vor u kojem je stanje djeteta:
— ako je njegova procijenjena ukupna cijena manja od procijenjene ukupne cijene preko
djeteta, preskace se dodavanje novog ¢vora
— u suprotnom smo pronasli bolji put, pa se pronadeni ¢vor u kolekciji open brise i umece
se novi ¢vor preko stanja djeteta (ili ako su ¢vorovi izmjenjivi, napravi se zamjena).
Da bismo se uvjerili da ¢e algoritam doista imati svojstvo optimalnosti, prisjetimo se §to smo
vec pokazali. Vidjeli smo da uzduz bilo kojeg puta koji algoritam gradi, ako je heuristi¢ka funkcija
konzistentna, tada procijenjena ukupna cijena ¢vora ny, $to ¢emo oznaciti s ny ;4 1 koja je jednaka
stvarnoj cijeni dotadaSnjeg puta ny ., uvecanoj za heuristiCku procjenu cijene od stanja u tom
¢voru pa do ciljnog stanja, /1(ny sqre ), monotono raste (ne moze padati).
Podsjetimo se jo$ jednom zasto to vrijedi. Ako je ¢vor n; koji Cuva stanje s; sljedbenik Cvora n;
koji Cuva stanje s; (jer je s; € succ(s;)), tada moZemo pisati:

Njtotal = Njcost + h(sj)
= RNjcost + C(S,‘,Sj) + h(sj)
> N cost + ]’l(S,') = Njtotal -

iz Cega vidimo da ukupna procijenjena cijena u sljede¢em ¢voru sigurno nije manja od ukupne
procijenjene cijene u prethodnom Evoru. I to vrijedi za sve moguce puteve.
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Drugi vaZan moment jest uociti da, u trenutku kada A" iz kolekcije open izvuce &vor koji sadrzi
neko stanje s; kako bi ga provjerio ispitnim predikatom i po potrebi dalje raSirio, algoritam je do
tog trenutka sigurno ve¢ izgradio put minimalne duljine od pocetnog stanja do stanja s zapisanog
u tom ¢voru. Idemo ovo pokazati korak po korak. Neka je algoritam iz kolekcije open upravo
izvukao Cvor ny. Stvarna cijena puta koji predstavlja taj ¢vor do stanja s je ny coq, @ Djegova ukupna
procijenjena cijena je je n soral = Ni,cost + 1(s). Ako pretpostavimo da postoji kraci put (drugim
rije¢ima, da smo nekako drugacije mogli doéi u isto stanje s) preko ¢vora ny, taj put bi imao
stvarnu cijenu 1 ¢y, i ukupnu procijenjenu cijenu 1y sorqr = 1y cost + h(s). No sada ako tvrdimo da
J€ Ny cosr < N cosr» tada bi automatski vrijedilo 1 7y sora1 < Mg rorar- NO kako se Evorovi iz kolekcije
open izvlace prema ukupnoj procijenjenoj cijeni, to bi znacilo da je algoritam ¢vor n; ve¢ morao
izvuci u nekom ranijem trenutku. Posljedi¢no, kako cijene uzduZ svih puteva monotono rastu, prvi
puta kada algoritam izvuce iz kolekcije open Cvor sa stanjem s, taj cvor predstavlja optimalan put
do tog stanja. Ako imamo inacicu algoritma s kolekcijom posjeéenih stanja, tada moZemo zakljuciti
i da bi stanje s ve¢ uslo u skup posjeéenih stanja pri obradi ¢vora n;, pa ¢vor ny nikada ne bi bio
generiran.

Posljedica ovog razmatranja jest da prvi puta kada algoritam iz kolekcije open izvuce ¢vor
koji sadrzi ciljno stanje, taj ¢vor predstavlja optimalan put do tog stanja - ¢ime imamo svojstvo
optimalnosti. Primijetite da smo ovo sve izveli uz pretpostavku da je heuristika konzistentna.

Treba primijetiti joS jedno svojstvo algoritma: algoritam ¢e sigurno ispitati i prosiriti sve
¢vorove ny Cija je ukupna procijenjena cijena ny ;o;; < C* prije no Sto pronade ciljno stanje; pri
tome smo s C* oznadili stvarnu minimalnu cijenu puta od pocetnog do ciljnog stanja. Upravo zbog
ovoga, vremenska i prostorna sloZenost algoritma su eksponencijalne.

Rad algoritma koji koristi kolekciju posjecenih stanja moZemo ilustrirati na problemu pronala-
Zenja najkraceg puta u reSetkastom svijetu, koji je prikazan na slici 3.3.

0123456782910 012345678910 012345678910

NOoOuUuhs,WNEHEO

NoOouhsWNRRO

NoOoOuhshWNERDO

(a) (b) (c)

012345678910 012345678910 012345678910

NOuUusWNRDO
NoOouhs,WNRKRDO
NOoOuUusWNRDO

Slika 3.3: Primjer pronalaska najkraceg puta.

Slika 3.3.a prikazuje problem pronalaska najkraceg puta od narancastog polja (smjeStenog u
retku 3 i stupcu 1) do zelenog polja (smjeStenog u retku 3 i stupcu 9). Agent se u prikazanom
svijetu moZe kretati iz nekog polja samo u njegova susjedna polja (lijevo, desno, gore, dolje).
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Svaki nas korak kosta jednako: 1. Kao heuristicku informaciju koristit éemo manhattan-udaljenost
izmedu zadane i ciljne pozicije (drugim rije¢ima, za koliko se razlikuju retci te za koliko stupci).
Koordinate éelije oznaCavat ¢emo (redak,stupac), tako da je pocetna pozicija (3,1) a ciljna (3,9).

Postupak pretraZivanja zapoCinje umetanjem c¢vora ((3,1),0,8) u kolekciju open, $to je prikazano
u slici 3.3.b. U oznaci ¢vora, kao i svaki puta do sada, nakon stanja evidentirana je stvarna cijena
do tada predenog puta, §to je za pocetni ¢vor 0, te ukupna procjena cijene puta, Sto je O + heuristika
za (3,1); Manhattan-udaljenost tocaka (3,1) 1 (3,9) je 8, pa je procjena ukupne cijene 0+8=8.

Ulazi se u prvu iteraciju i iz open skida jedini ¢vor: ((3,1),0,8). (3,1) se ubacuje u kolekciju
posjeéenih stanja. Kako to nije ciljni ¢vor, Sire se njegova djeca: (2,1), (4,1) 1 (3,2), te se stvaraju
prikladni ¢vorovi ((2,1),1,10), ((4,1),1,10) i ((3,2),1,7) koje ubacujemo u kolekciju open. Primijetite:
za (2,1) i (4,1) heuristicka vrijednost je 9, pa je procjena ukupne cijene 10. Za (3,2) heuristicka
vrijednost je 6 pa je ukupna procjena cijene 7. Time je sadrzaj kolekcije open: {((3,2),1,7),
((2,1),1,10), ((4,1),1,10) }. Svi do ovog trenutka stvoreni ¢vorovi prikazani su na slici 3.3.c.

Ulazi se u drugu iteraciju i iz open se skida ¢vor s najjeftinijom ukupnom procjenom cijene, $to
je ((3,2),1,7). On se ispituje, pa kako nije ciljni, (3,2) se dodaje u kolekciju posjecenih stanja i Sire se
njegova djeca. Generiraju se stanja (2,2), (4,2), (3,1), (3,3). Stanje (3,1) se odbacuje jer je u kolekciji
posjecenih stanja. Za ostala stanja se stvaraju ¢vorovi: ((2,2),2,10), ((4,2),2,10), ((3,3),2,8). Oni se
ubacuju u kolekciju open, pa je njezin sadrzaj {((3,3),2,8), ((2,1),1,10), ((4,1),1,10), ((2,2),2,10),
((4,2),2,10)}. Svi do ovog trenutka stvoreni ¢vorovi prikazani su na slici 3.3.d.

Kroz daljnje iteracije, postupak se nastavlja, pa stanje nakon izvedene osme iteracije prikazuje
slika 3.3.e. Primijetite kako algoritam ciljano otvara stanja koja su "u pravom smjeru” prema
ciljnom stanju.

U devetoj iteraciji, iz kolekcije open izvlaci se ¢vor ((3,9),8,8) i provjeravanjem se utvrduje da
on sadrZi ciljno stanje. Stoga se taj ¢vor vraca kao rezultat pretraZivanja, ¢ime je pronadena staza
(3,1)-(3,2)-(3,3)-(3,4)-(3,5)-(3,6)-(3,7)-(3,8)-(3,9) koja je duljine 8 i predstavlja optimalno rjeSenje.
Ovaj put prikazan je na slici 3.3.f. Tijekom rada, algoritam ¢e ukupno stvoriti 25 ¢vorova.

Prva inacica algoritma koju smo dali, a koja radi bez kolekcije posjecenih stanja, problem bi
rijeSila takoder u devet iteracija, ali bi ukupno stvorila 32 ¢vora.

rIsprobajte N

Rad algoritma A™ moZete isprobati na problemu labirinta i samostalno. U naredbenom retku

zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUIS2
——showCutOff=0ff --map=mapakE.txt --visited=off
—-—order=total

Problem koji rjeSavamo jest pronaci put od treceg retka i prvog stupca (Sto je pocCetno stanje)

do treceg retka i devetog stupca. Pretragu usmjerava procjena ukupne cijene temeljena na

stvarno prijedenom putu te procjeni cijene do kraja. Heuristika je temeljena na Manhattan-

udaljenosti. Problem rjeSavamo bez kolekcije posjeéenih stanja. U ovom primjeru pronaci

¢emo optimalno rjeSenje duljine 8. Uporabu kolekcije posjecenih stanja mozete ukljuciti pro-

mjenom —-visited=off u —--visited=on; ima li ikakve razlike na ovom konkretnom

primjeru?

Isprobajte sada drugu mapu. U naredbenom retku sada zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.labirint.GUIS2
——showCutOff=0ff --map=mapaD.txt --visited=off
—-—order=total

Isprobajte i ponasanje koje koristi kolekciju posjecenih stanja.

\.
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Kada bi ciljno stanje postavili na (6,9), inacica s kolekcijom posjecenih stanja put duljine 11
pronasla bi u 30 iteracija i stvaranje 45 ¢vorova; inacica bez kolekcije posjecenih stanja put iste
duljine pronasla bi ali u 67 iteracija i uz stvaranje 228 ¢vorova.

( Isprobajte )

Rad svih triju algoritama moZete isprobati i na primjeru slagalice. U naredbenom retku

zadajte naredbu:

java —cp book-search-tools.jar demo.book.slagalica.GUIS2
——showCutOff=off —--config=config=5%x3276148 —--visited=on
——order=total —--heuristic=hl

pri ¢emu kao poredak moZete zadati cost, heuristicitotal te éete dobiti pretraZivanje

s jednolikom cijenom, najbolji prvi odnosno A*. Ako se koristi heuristika, tada moZete

odabrati h1 (broj plocica na krivim pozicijama) ili h2 (suma Manhattan udaljenosti polozZaja

Lploéice i poloZaja na kojem plocica treba biti).

J

rIsprobajte N

Rad svih triju algoritama moZete isprobati i na primjeru Hanojskih tornjeva. U naredbenom

retku zadajte naredbu:

java —-cp book-search-tools.jar demo.book.hanoi.GUIS2
——-showCutOff=off --visited=on --order=total
——heuristic=hl

pri ¢emu kao poredak mozZete zadati cost, heuristicitotal te ete dobiti pretrazivanje

s jednolikom cijenom, najbolji prvi odnosno A*. Ako se koristi heuristika, tada moZete

kodabrati hlili h2. )

Rekapitulacija

U ovom poglavlju upoznali smo se s pojmom informiranog algoritma pretraZivanja prostora stanja.
Naudili smo §to je heuristika, te kakva svojstva Zelimo da heuristika ima (poput optimisti¢nosti
ili konzistentnosti). Dali smo nekoliko primjera konstrukcije heuristika. Uobicajen nacin bio je
relaksacijom ogranicenja koje problem ima (primjerice, kod heuristike za slagalicu koja je brojala
koliko je daleko svaka plocica od ciljne pozicije, pravili smo se da upravo u toliko koraka plocicu
tamo mozemo i dovesti, $to u stvarnosti ne stoji jer ne moZemo vuci jednu plocicu preko druge).

Pogledali smo algoritme pretraZivanja koji iskoriStavaju heuristicku informaciju i razmotrili
njihova svojstva. Naugili smo kako radi algoritam najbolji prvi, a kako algoritam A"

NapiSite za vjeZbu programsku implementaciju stanja, funkcije sljedbenika, ispitnog predikata
te neke heuristike za problem slagalice te problem pronalaska najkradeg puta u resetkastom svijetu.
Ispitajte rad algoritma A” na tim problemima.
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